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"0 
Cet Ouvrage fait partie du Cours de Mathématiques du 
méme auteur, dont suit Le détail. 


Traité élémentaire d’Arithmétique , 18e édition, 1830 , prix: 2 fr. 
Élémens d’Algèbre, 15e édition, 1830, 4 fr. 
de Géométrie, 14e édition, 1630, | 4 fr. 
Traité élémentaire de Trigonométrie rectiligne et sphérique , et d’ap- 

plication de l’Algèbre à la Géométrie, 8e édition, 1827, 4 fr. 


Complément des Élémens d’Algèbre , 5e édition , 1825, 4 fr. 
des Élémens de Géométrie, ou Élémens de Géométrie des- 
criptive, 6e édition, 1829, 3 fr. 
Traité élémentaire de Calcul différentiel et de Calcul intégral, 
4e édition, 18%, n fr. 50 c. 
Essais sur l’Enseignement en général et sur celui des Mathématiques 
en particulier, 3e édition , 1828, B'ér. 


Traité complet du Calcul différentiel et du Calcul intégral; 2€ édi- 


tion , 3 vol. in-4°, +70 6o'fr 
Introduction à la Géographie mathématique et physique, 2e édition, 
18117, 10 fr. 


Introduction à la connaissance de la Sphère, in-8°, avec 2 planches. 
1932, x fr, 25 c. 


TRAITÉ 


ÉLEMENTAIRE 


DU CALCUL 


DES 


. PROBABILITÉS, 


PAR S. F. LACROIX. 


> 15% 


TROISIÈME ÉDITION, 


REVUE ET CORRIGÉE. 


Il ne faut pas recevoir les opinions de nos 
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Le Calcul des Probabilités, inventé par Pascal 
et Fermat, n’a pas cessé depuis d’exciter l’in- 
térêt et d'exercer la sagacité de leurs plus il- 
lustres successeurs ; mais les élémens de cette 
branche des Mathématiques appliquées sont 
restés bien en arrière de l’état de la science. 
Après quelques ouvrages superficiels ou in- 
complets, on ne trouve plus que des Mé- 
moires académiques ou des Traités fondés sur 
les parties les plus élevées de l'Analyse; en 
sorte que, même avec des connaissances assez 
étendues dans les Mathématiques élémentaires, 


il faut encore se borner à croire sur parole, la 


:7X tt 


vérité des points fondamentaux de la théorie 
des probabilités, qui peut cependant s'établir 
d’une manière très solide, par le seul secours 
des élémens d’Algèbre. Cest pour remplir 
cette lacune, que j'ai rédigé le Traité que 
Joffre en ce moment au public. Dans le texte, 
je ne suppose presque rien au-delà de ce que 
contiennent mes Élémens d’ Algèbre. De plus, 

j'ai eu soin de mettre en évidence les énoncés 
des principes, et de multiplier les résumés, 
afin qu'on püt encore acquérir une idée de la 
théorie, indépendamment des formules algé. 
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briques. Enfin, pour rendre plus facile le 
passage de ce Traité, à ceux où l’on a déployé 
{putes les ressources del’Analyse transcendante, 
je l'ai terminé par quelques Notes, où, partant 
En formules contenues dans mon Traité élé- 
mentaire de Calcul différentiel et de Calcul 
intégral , j'ai exposé les premières applications 
de ces calculs aux problèmes concernant les 
probabilités. 

Les nombreuses citations que j'ai faites des 
écrits originaux, donneront aux lecteurs les 
moyens de suivre la marche de cette doctrine 
depuis son invention, et d’en approfondir les 
détails et les applications aux sciences morales 
et politiques, applications dont j'ai indique les 
bases, et que j'ai tâché d’apprécier à leur juste 
valeur. Condorcet désirait que leur ensemble 
fit la matière de l’un des cours des Écoles 
publiques ; et il en a donné deux excellens 
programmes, le premier à la suite de ses Wé- 
moires sur l'Instruction publique, t. 1x de ses 
OEuvres , p. 566, et le second davs le Tableau 
général de la science qui a pour objet l'appli- 
cation du calcul aux sciences politiques et 
morales, t. xxi de ses OEuvres, p. 237, ou 
É Ibn du Calcul des Proballiéssp TT 
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Notions préliminaires sur le sens des mots 
CerTITUDE et: PROBABILITÉ. 


1. La conscience d’une sensation actuelle, la per- 
ception instantanée et avec pleine évidence de la con- 
venance ou de la disconvenance de deux idées :/voilà 
où se trouve, sous le double rapport de nos facultés 
physiques et intellectuelles, le plus haut degré de cer- 
titude, la certitude absolue; bien entendu qu'il faut 
écarter de la sensation les jugemens dont on pourrait 
l'accompagner pour prononcer sur sa cause, ou la 
rapporter à un objet particulier, et de la comparai- 
son des idées tout ce qui ne se réduirait pas à des 
idées simples et tellement circonscrites , que l’enten- 
dement puisse les embrasser d’une seule vue (*), C’est 


(*) En employant les mots facultés physiques etintellectuelles, 
je n’ai en vue que de me conformer à la division établie par le 
jangage ordinaire, sans rien préjuger sar l’origine et la connexion 
de ces facultés. 

3° édition. 


°) D 
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en vain que les philosophes ont cherché pendant long- 
temps un criterium de vérité, différent de la parfaite 
intuition que je viens de rappeler, puisqu’au bout 
des plus longues explications, il faut toujours en venir 
à reconnaître dans l'esprit, la faculté de saisir immé- 
diatement l'accord ou la convenance de deux idées ou 
de deux notions. Aussi tous leurs efforts, quand ils les 
ont bien dirigés, n’ont servi qu’à les ramener à ce 
terme avoué maintenant par tous les bons esprits ;'qui 
paraissent convaincus que le seul objet des règles es— 
sentielles du raisonnement est de prévenir toute 1llu- 
sion dans le jugement que nous portons de cette évi- 
dence, en examinant avec soin l'étendue que reçoit 
chaque idée dans les diverses combinaisons qu’on en 
fait, et en contrôlant sans cesse la vérité de nos sou- 
venirs et l'exactitude de nos énumérations. C’est en 
effet à cela que se réduisent les fameuses règles de 
Descartes, auxquelles on n’a rien ajouté d’essentiel (*). 


(*) Voici ces règles, suivies de {celles que Newton a prescrites 
pour les recherches physiques. 


Règles de Descartes. (Discours de la Méthode, éd. de 1637, p.20). 


10, « Né recevoir jamaïs aucune chose pour vraïe que je ne la 
» connusse évidemment être telle : c’est-à-dire, éviter soigneuse- 
» ment la précipitation et Ja prévention; et ne rien comprendre 
» de plus en mes jugemens, que ce qui se présenterait si clairc- 
» ment et si distinctement à mon esprit, que je n’eusse aucune 
» occasion de le mettre en doute. 

20. » Diviser chacune des difficultés que j’examinerais en autant 
» de parcelles qu'il se pourrait, et qu’il serait requis pour les mieux 
» résoudre. 
3°. » Conduire par ordre mes pensées, en commencant par les 
objets les plus simples et les plus aisés à reconnaître, pour monter 
» peu à peu, comme par degrés, jusqu’à la connaissance des plus 


ÿ 


n 
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2. Des sensations et des jugemens simples confiés à 
notre mémoire, naissent des séries de conséquences dont 
la certitude dépend d’un nouvel élément, la fidélitéavec 
laquelle cette mémoire nous rend ce que nous avons 
éprouvé: La confiance que nous acquérons à cet égard 
n’est fondée que sur la constante répétition du fait, et 
sur l'assurance que cette répétition nous donne de son 
renouvellement chaque fois que nous le désirerons où 
que les circonstances l’ exigeront. Ici se montre un pen- 
chant ou une loi de 1” esprit humain, la tendance .géné- 
» composés; cten supposant même de l’ordre entre e eux qui ne se 
» précèdent point aturellement les uns les autres. 


4°. » Faire partont des dénombremens si entiers, et des revues si 
» générales , que je fusse assuré de ne rien omettre. » 


Règles de Newton. ('Yraduetion de ses Principes, par Mme du 
Chastelet, tom. II, p. 2.) Ù | 


10. « Ïl ne faut admettre de causes que celles qui sont nécessaires 
» pour expliquer les phénomenes. 

2°, » Les effets du même genre doivent toujours être attribués, 
» autant qu'il est possible, à la même cause. 

30,» Les qualités des corps qui ne sont susceptibles ni d’augmen- 
» tation ni de diminution, et qui appartiennent à tous Les corps sur 
» lesquels on peut faire des expériences, doivent être regardées 
» IS apparlenantes à tous les corps en général. 

°. »MDans la philosophie expérimentale, les propositions tirées 

» _ induction des phénomènes doivent être regardées, malgré les 
» hypothèses contraires ; comme exactement ou à peu près vraies, 
» jusqu’à ce que quelques autres phénomènes les confirment entière- 
» ment, ou fassent voir qu’elles sont sujettes à exception. » 

Corame développementide ces règles , je crois devoir rapporter e 
passage suivant, du même auteur. 

« Eu Physique, il faut, de même qu’en Mathématiques, em= 
» ployer : dans Ja recherche des choses difficiles, la methode analy- 
» tique avant de recourir à la mie ode synthétique. La première 
» consiste à faire des expériences, à observer les phénomènes, à 
» en tirer, par induction, des conclusions générales, en n’admet- 


L.. 


, 
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rale à croire au retour des faits que nous avons observés 


plusieurs fois sur nous-mêmes où sur les autres objets, 
penchant qui se lie à l'opinion que nous acquérons 
bientôt de la constance des lois de la nature. 

Ces propositions : Tout homme mourra ; Le soleil 
se lèvera demain ; j'ai suivi telle déc, j'en 
ai trouvé toutes les parties exactes, et j'ai la convic- 
tion ‘de La vérité énoncée , n’ont pas d’autre fondement. 

Tant de faits, auxquels on n’a pu jusqu'ici en oppo- 
ser aucun de bien constaté, ont vérifié la mortalité de 
l'espèce humaine ; Le soleil s’est levé un si grand nombre 


tant d’objections que celles qui résultent des expériences, ou 
d’autres vérités certaines; car, dans la philosophie expérimen- 
tale, il ne faut avoir aucun égard aux hypothèses; et bien que 
tirer des inductions des observations et des expériences ne soit 
pas une méthode générale de démonstration, cependant c’est la 
meilleure manière de raisonner que puisse admettre la nature 
des choses. La conséquence doit être jugée d’autant plus ferme, 
que l'induction a été plus générale. Si les phénomènes ne four- 


nissent rien à opposer à cette conclusion, on pourra la regar- 


» der comme universelle; mais si des faits ultérieurs y font re- 
connaître des exceptions, on devra les indiquer toujours dans 
son énoncé. Par cetté analyse, on pourra remonter des composés 
aux simples, des mouvemens aux forces motrices, et en gé- 
néral, des effets à leurs cäuses, des causes particulières à d’antres 
plus étendues , jusqu’à ce qu’on parvienne aux causes les plus 
générales. Telle est la méthode analytique. La synthèse consiste 
à prendre pour principes les causes reconnues et vérifiées, à 
» donner par leur moyen l'explication des phénomènes qu'elles 
» produisent, ct à la prouver. » (Optique de ne vers la 
fin da Livre III.) s 

Telle est la marche qui a conduit | lewiton à ses immenses dé- 
couvertes; mais Descartes n'eut pas | tôt D é ses règles qu’il 
s’en écarta, même dans le petit ouvrage où elles sont énoncées ; 
et nes occupant plus que de construire l'univers à priori, sa 
philosophie n’a guère été qu’un tissu d’hypothèses téméraires que 
les obseivations, ont bientôt renversées : c’est toujours des faits 
qu'il faut partir, et c’est aux faits qu’il en faut revenir, dans 
toute science véritable. 


» 


r, 
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de fois; tout homme, reconnu en état de santé, et doué 
d’une intelligence saine, a si constamment senti, quand 
il a voulu y revenir, la vérité de chacun des jugemens 
simples qui composent une démonstration, qu’on ne 
forme aucun doute sur la répétition de ces évènemens, 
quoiqu’on ne puisse s'empêcher d’y reconnaître une 
différence essentielle avec la conscience d’une sensation 
ou l'intuition d’un jugement porté sur deux idées sim- 
ples dont la connexion est évidente. Aussi le degré de 
certitude acquis par cette voie est-il bien près de la cer- 
titude absolue; cependant quelle garantie avons-nous 
qu’une loi naturelle, qui ne s’est pas encore développée 
à nos yeux, ne modifiera pas la succession de ces faits 
répétés un nombre presque infini de fois, mais pourtant 
Sans que nous ayons pu saisir la manière d’agir des 
causes qui les produisent, ou la nécessité de leur dé- 
pendance réciproque (*) ? 

3. Si des faits auxquels nous ne connaissons encore 
aucune exception, nous passons à d’autres qui nous en 
ont offert, nous verrons le doutes’introduire dans notre 
esprit, par des nuances de plus en plus fortes, Quand 
il s'agira, par exemple, de nous en rapporter aux té- 
moignages des autres, la multitude d’erreurs involon- 
taires et de mensonges prémédités rendra très circons- 
pect l’homme de sens, dans son acquiescement aux 
informations qui lui seront données. Chaque fait qu'il 
aura pu vérifier par lui-même, ou qui, ne sortant pas du 
train habituel des choses, n’aura été le sujet d’aucune 
réclamation , établira dans son esprit la validité des té- 
moignages; Mais à. Sim l’ébranleront d’autant 
a qu elles seront plus répétées. Il balancera les uns 


(*) Voyez dans ies Æssais philosophiques de Hume, ses ré- 
flexions sur l’idée de connexion nécessaire. 
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avec les autres les résultats contraires, demeurera sou- 
vent en suspens ; et s’il est forcé de prendre un parti, il 
ne le prendra que dans le sens ou les autorités lui parai- 
tront plus nombreuses, mieux d’a ccord entreelles, plus 
conformes à ses observations ou aux faits bien avérés. 

Un observateur qui a remarqué les fréquentés coïn- 
cidences de la chute de la pluie avéc l’abaissement du 
mercure dans le baromètre, avec le règne, de certains 
vents, avec un certain état des nuages, lorsqu'il verra 
le concours de tous ces indices, regardera la pluiecomme 
prochaine, sans pouvoir assurer néanmoins que le fait 
arrivera infailliblement ; car il se rappellera en même 
temps que ces apparences ont été quelquefois trom— 
peuses, que le mercure a baissé dans le baromètre et que 
le tempsa été couvert sans qu’il ait plu, que des vents ou 
des courans supérieurs inaperçus, ou d’autres modifi- 
cations de l’air ont dissipé les nuages les plus menaçans : 
mais il aura une confiance d’autant plus grande dans 
l’arrivée de la pluie, que la comparaison des faits con- 
formes à sa conjecture avec les faits contraires, lui 
donnera lieu de former un plus grand nombre de juge- 
mens pour l’affirmer que pour la nier. 

L’évènement, qui est ici la chute de la pluie, quoi- 
que douteux pour celui qui en observe les indices, n’est 
point cependant livréau hasard ; il résulte de l’état an- 
térieur et présent de l’atmosphère et des conséquences 
nécessaires de cet état. Une intelligence supérieure quien 
saisirait toutes les conditions, en conclurait tout desuite 
ce qui doit arriver : l’homme, borné dans ses connais- 
sances, ne pouvant démêler lesiconditions premières 
qui établissent la nécessité de l’évènemeñt, ou n’en pou- 
vant faire une énumération exacte, récapitule les indices 
qui lui en tiennent lieu; etsi, dans cette opération, les 
jugemens successifs qu'il porte sont plus fréquemment 
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affirmatifs que négatifs, « la vue de, son, esprit (dit 
» Hume) revient donc plus fréquemment sur un évène- 
» ment que sur son contraire. C’est cette concentration 
» de plusieurs vues dans un seul évènement qui pro- 
» duit, par un mécanisme inexplicable de la nature, 
- » je sentiment de croyance + c’est par là qu’un évène- 
» ment triomphe de son antagoniste, qui a moins de 
» ces vues pour lui, et qui revient plus rarement à 
» l’esprit.(*). » 

4. L'exemple développé ci-dessus est de ceux où “es 
jugemens se forment immédiatement sur les indices 
tirés de l'expérience; mais c’est encore le même. pro- 


cédé lorsque la chaîne des raisonnémens est plus longue. 


.… Dès que le sujet n’offre pas toutes les conditions né- 
cessaires pour arriver à Ja certitude d’une démonstra- 
tion, on ne saurait plus faire qu’un examen de toutes 
celles de ses conditions qui sont connues, en peser 
l'importance, en considérer le nombre. S'il s’agit, par 
exemple, d’une question decritique littéraire, comme 
de déterminer si un ouvrage est bien de l’auteur dont il 
porte le nom, il faut puiser d’abord dans la discussion 
des faits et des témoignages, dans la comparaison 
des formes du style, tous les indices qui sont favorables 
et ceux qui sont contraires à l’attribution supposée. Si 
d’un côté aucune des circonstances, ne présentant. de 
contradiction maniféste, n’établit l'impossibilité abso— 
lue du fait avancé; et de l’autre, si toutes les affirmations 


ne portent que sur des énumérations qu'on puisse, dé-, 


montrer incomplètes, ou auxquelles on puisse troùvér 
des modifications, äl ne résultera de tout le travail 
qu'un assemblage de jugemens aflirmatifs et de juge- 
mens négatifs, qui produironti un effet proportionné à 


(*) Essais philosophiques de Hume, surla Probabilité. 


A, : 


a 
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leur hotbre ou à leur force, si d’ailleurs celui qui fart 
l'examen a soin de se garantir de touté illusion, et n’a 
pas pris son parti d'avance. | 

Ici se présente la distinction de la force des indices 
et de leur nombre : mais presque toujours la première 
qualité se ramène à la seconde; car qu'est-ce qu’un in- 
dice plus fort? C’est celui qui trompe le moins souvent, 
qui, par conséquent, embrasse un plus grand nombre 
de cas favorables à la production de l’évènement qu’il 


annonce, ou des développemens duquel il sort un plus 


grand nombre de circonstances qui ramènent à la 
même conclusion. En suivant ce raisonnement, on voit 
que dès que l’esprit humain né peut plus rencontrer la 
certitude, la marche du raisonnement prend la forme 
d’une sorte de calcul dont le résultat acquiert de l’em- 
pire sur notre croyance, précisément par l'effet de la 
répétition des jugemens où des observations. La bonté 
de ce calcul dépend ici, comme PRE du choix des 
données, et ensuite du bon emploi qu? onen fait; et ce 
bon cplbt ne peut consister que dans l’examen le plus 
détaillé des circonstances de chaque donnée, dans le 
soin de les décomposer : autant qu'il est possible, afin 
de n’avoir à prononcer que sur des propositions d’une 

égale simplicité et d’une égale évidence, et surtout de 
tenir son esprit en garde eontre toute partialité en fa- 
veur du résultat, quel qu'il puisse être. 

5. Il n’y aurait rien à désirer si l’on pouvait amener 
les choses au point qu 1l Y eut une parité exacte avec 
le jet d’un dé comprenant un certain nombre de faces 
marquées de couleurs ou dé points divers. Si la figure 
de ce dé était bien régulière, sa matière bien hortiés, 
gène, les circonstances de son jet bien variées, bien 
imprévues, en sorte qu’on n’eût aucune raison de s’at- 
tendre à le voir tombersur une face plutôt que sur toute 
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où 


à 
autre, et qu'il y en eût, par exemple, ‘tinq blanches 
et une noire, l'esprit, trouvant le nombre des faces 
blanches plus grand'que celui des faces noires, revien- 
drait plus fréqemment-à juger possible l’arrivéé de 
" l'une des premières que celle de la dernière, et, par 
l’effet de cette répétition du jugement de possibilité, 
comme je l’ai déjà dit, d’après Hume et Condorcet, 
croirait plutôt à Vévritée d’une face blanche‘ qu’à 


celle d’une face noire. Ce que tout esprit tant soit: 


peu éclairé ne peut manquer de sentir dans l’exemple 
précéderit, frapperait les plus ignorans, si, au lieü d’un 
dé à six faces, on en supposait un ayant un million de 
faces blanches et une seule noire, ou bien une urne 
contenant un million de boules blanches ét une seule 
noire. Dans ce cas, on ne pourrait s’empècher d’at- 
tendre avéc une très grande confiance l’arrivée d’une 
face ou d’une boule blanche, et de marquer une très 
grande surprise si c'était la face ou la boule noire qui 
se présentât : or, on verra bientôt que le calcul rat- 
tache le premier cas au second: - 

: Je ferai remarquer, à cette occasion, que si c’est le 
sentiment de la constancedes lois de la nature qui fonde 
notre confiance dans le-retour des évènemens observés 
un grand nombre de fois, c’est encore ce mème senti- 
ment qui fonde notre incertitude, notre indifférence 
d'opinion sur les chances offertes par les instrumens 
aléatoires bien construits et fidèlement employés; car 
c’est parce qu'il résulté de la constance des lois de la 
nature,que quand toutesles circonstances déterminantes 
sont les mêmes, les effets sontaussi les mêmes, que ceux- 
ci doivent être différens toutes les fois que les premières 
varient ;.et c'est aussi à les varier que nous nous appli- 
quons dans,la production des évènemens des jeux de ha- 
sard, On évite, par exemple, de mettre le dé dans le cor- 
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net sur là même face, de mesurer 1cs moüvemens qu’on 
donne à ce cornet; on cherché à prendre une mañière 
très irrégulière de remuer les urnes contenant les numé- 
ros, ou de mêler les jeux de cartes. De même V itrégula- 
rité du mouvement de nos membres, lorsqu'il n’est pas 
dirigé par une habitude bién prise, transforme d’abord 
les jeux d’adresse en jeux de hasard ; nïais à mesure que 
l’une s’acquiert, les chances de l’autre diminuent. 

6. Il est donc bien vrai de dire, « qu'il n’y a point 

» de hasard, à proprement parler, mais qu’il y a son 
»  roivé lon l’ignorance où nous sommes des vraies 
» causés des évènemens (*), » d’oùnaît la probabilité, 
quand nous ne pouvons énumérer exactement les 
causes, ou prévoir infailliblement leurs effets. Le cas Le 
plus simple est bien évidemment celui ou le nombre de 
ces effets est connu, et où chacun d’eux est également 
possible : tel est le cas du dé. Le nombre des jugemens 
que l’on peut former pour l’arrivée d’une certaine cou- 
leur, étant le même que celui des faces de cette cou 
leur, ce dernier détermine le degré de confiance avec 
laquelle on attend l’apparition de l’une de ces faces ; 
puisque si l’on en augmentait le nombre , le degré de 
confiance augmenterait aussi: Mais ce n’est pas le nom- 
bre absolu qu’il faut considérer dans cette circonstance; 
car si le nombre des faces noïres du dé augmentait en 
même temps que celui des faces blanches, que l’unet 
l’autre fussent doublés, par exemple, la proportion des 
jugemens affirmatifs et des négatifs, relativement à l’ar- 
rivée d’une certaine couleur, demeurant la même, on 
ne voit pas pourquoi le degré fr confiance dans l” vite 
de l'évènement. désigné changerait. Sur dix faces blan- 
ches. et deux faces noires, on pourrait encore former 


(*) Essais de Hnme, sur La ,Probabilité. 


+ 
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cinq jugemens en faveur de la couleur blanche, contre 
un seul pour la couleur noire. 

Il suit de là que la mesure du degré de Ltée 
dans l’arrivée d’une couleur, doit être le rapport du 
nombre des jugemens affirmatifs au nombre des juge- 
mens tant afhirimatifs que négatifs, c’est-à-dire à leur 
nombre total, ou bien le rapport du nombre de faces de 
la couleur que l’on considère, au nombre total des 
faces; c’est-à-dire 5 pour là che blanche dans le dé 
proposé. 

Ce rapport est ce qu’on appelle la probabilité ma- 
thématique, qui se forme, comme on le voit, en divisant 
le nombre des chances favorables à l'évènement, par le. 
nombre total des chances ; ; mais il faut bien faire at- 
tention que toutes les chances comparées soient égale- 
ment possibles. Le jet des dés va nous donner le moyen 
de rendre bien évidente la nécessité de cette restriction. 

7. Lofsqu'on jette à la fois deux dés ayant six faces 
marquées chacune de l’un des nombres dépuis 1 jusqu’à 
6 inclusivement, pour peu qu’on réfléchisse sur ce: qui 
doit arriver, on reconnaît que chacune des faces de l’un 
des dés peut se montrer avec chacune des faces de 
l'autre, en sorte que si l’on désigne le premier par 4, 
le sdedtd par 2, on aura les’ 36 chances fl dites 
dans le Tableau UE 
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Toutes les combinaisons marquées dans ce Tableau 
sont dés chances également possibles, 1 tant que l’on con- 
sidère isolément chaque dé. Ainsi, amener 5 avecle dé 4 
et avec le dé 3, est une chance in à celle d’ame- 
ner 6 avec l’un 6 a autre en même temps; mais si l’on 
attend l’arrivée des points 2 et5sansdistinction d'ordre, 
la possibilité de l’obtenir sera différente de celle d’ame- 
ner 6, 6, ou le sonnez, puisque la première condition 
sera également remplie par la chance 2, 5 et la chance. 
5, 2, tandis que 6, 6 ne se trouve qu’une seule fois parmi 
les 36 combinaisons également possibles des faces de ces 
dés. Ainsi, suivant la définition donnée ci-dessus, la 
probabilité d’ Pope les points 5 et 2 sans distinction 
d'ordre, est ou — LE et celle d'amener 6, 6, ou duson- 
nez , est solenténte 

Si 7 évènement din était, non pas l’arrivée des points 
considérés chacun à part, mais celle du nombre mar 


‘ qué par ces points pris collectivement, on trouferait des 


possibilités très diverses. Par exemple, le nombre 2 ne 
pourrait s’obtenir que d’une seule manière, savoir, pâr 
la chance 1, 1 ; le nombre 7, au contraire, résulterait 
de six chances différentes, savoir : 


Las 6-6 al at 6 be (640748 | 


et suivant ces conditions, la probabilité d'obtenir le 
nombre 2 serait seulement +=, tandis que’ celle d’ob- 
tenir le nombre 7 serait # ou : 

8. La définition de la probabilité mathématique, 
dounée dans le n° 6 et les exemples précédens, font 
bien voir que cette probabilité sera toujours exprimée 
parune fraction proprement dite, ou moindre que l’uni- 
té, dont elle approchera d'autant plus que le nombre 
des chances favorables à l'évènement qué l’on considere, 
sera plus grand par rapport au nombre total des chances 
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possibles ; ; mais elle ne pourrait se changer dans l’unité, 
que s il existait aucune chance contraire à cet évène— 
ment, ce qui en rendrait la production certaine ; en 
sorte que l’unité est le symbole de la certitude... à 

I est à propos, de reniarquer aussi que chaque évè- 
. nement incertain donne lieu & deux probabilités con- 
» traires, savoir, celle que cet évènement arrivera, etcelle 
qu'ibn'arrivera pas; et que la somme de ces deux pro- 
Mabilité est toujours égale à l'unité. Lorsqu'il s' agit, 
| par exemple, d'amenerde nombre 7 avec 2 dés, puisque 
sur:les 36 chances qu’ils offrent, il n’ÿ en a que 6.qui 
donnent le nombre 7,il y en'a 30 qui nele donnent pas : 
la probabilité orge le alice nest donc 350, la 
probabilité contraire +? ou à; et à + 2 Si 

9: Après avoir nec fra te la notion de proba- 

bilité s'établit dans notre esprit, etcomment elle peut, 
dans certains cas, être susceptible de mesure, il ne sera 
peut-être pas hors de propos de passer en reyue les di- 
vérses acceptions qui ont été données au mot probable, 
dont est dérivé celui de probabilité. La racine.est dans 
le mot probabilis, lequel, d’après l’analogie de sa for 
mation, doit signifier ce qui peut se prouver (*). Cicéron 
a dit : «Le probable est ce qui arrive le plus souvent, 
». ou ceiqui est établi dans l'opinion, ou enfin ce qui a 
» eu.$oi quelque similitude avec lune ou l'autre de ces 
» choses, que ce soit d’ailleurs vrai ou faux, n’im- 
» porte »' ; définition qui ne pt pas tuès, lumi- 
neuse en. ef | ft | 
«Le pÉbbahiés survant Hrôtote: est une e proposition 


” 


(*) Probabilis, qui probari et crédi potest. (Facciolati PME } 

(**) Probabile est id, quod Cr Jieri solet, aut quod in 
opinione posilum est, aut quod habet inse ad Le quamdam 
similitudinem , sive id Jalsum est, sive verum. + (Gicero, de 
Inventioné, hb. L, cap. 29.) 


Lis 
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qui paraît vraie, soit à tout le monde, soit au plus 
» grand nombre, soit à tous les sages, ou à la plupart 
» d’entre eux, ou aux plus célèbres. (*), » On voit 
bien là le fondement de cette ridicule théorie du pro- 
babilisme, suivant laquelle les théologiens jésuites affir- 
maient que l’approbation donnée par un docteur grave 
à une proposition quelconque, suffisait pour la rendre 
probable, théorie dont Pascal a relevé si plaisamment 
l’absurdité (Provinciales, lettre V). * 

Aucun des passages que je viens de citer ne contient 
le vrai sens que donnent maintenant au mot probable les 
écrivains qui s'expriment avec exactitude. Le probable 
n’est point ce qui peut actuellement se démontrer, mais 
ce qui doit arriver dans le plus grand nombre des cas, 
ce qui résulte du plus gränd nombre des chances, ce 
qu'on peut affirmer par plus de raisons qu'il n’y en a 
pôur le nier, enfin ce dont la probabilité mâthématique 
surpasse + 

Un ébèñiement ou une proposition peut être plus ou 
moins probable qu’une autre ; maïs un évènement ou 
une proposition peu probable est à’ peu près l'opposé de 
probable, car on entend alors qu’il y a moins de motifs 
de croire que l'évènement arrivera ou que la proposition 
est vraie, que de eroiré le contraire, et que sa prpmeci- 
lité hay dés est beaucoup sind que ARE 

10. Il suit de tout ce qui précède, que le mot phoba- 
bilité est bien mal appliqué, quand ôn le donne à ces 
aperçüs vagues et souvent contradictoires, qui S offrent 
en foule lorsqu'on n’envisage que sûperficiellement un 


sujet. Cicéron affirme « qu’il n’y a rien qu’on ne puisse 


nn 


(*) Probabile “Aristotelitest prôpositio qu omnibus, aut 
plerisque , aut sapientioribus, üisque vel omnibus , vel pleris= 
que , vel celeberrimis; véra videturs (Chauvini, Lexicon philoso- 
phicum.) 
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» rendre probable dans le d'scours (*) ».; mais ce pres- 
tige. de l’éloquence ne peut s’opérer qu’en présentant des 
énuinérations incomplètes , en dissimulantavec art une 
partie du sujet. C est aussi comme cela que, par la préoc— 
cupation, par l'influence du désir ‘sur le raisonnement, 
on se trompe soi-même , eh ne considérant un sujet que 
sous un.seul des points de vue qu’il peut offrir, en 
fixant el attention‘avec opiniätreté sur une seule con 
séquence, L'imagination se monte alors, et l’onen vient 
à regarder comme très probables, même comme cer- 
tains, des faits reconnus manifestement faux par tous 
ceux qui les ont soumis à l'examen, dans le calme de la 
raison.L’entrainement qui nous fait adéotét une opinion 
n’est pas toujours sa probabilité. Dès qu’il n’y a point 
de discussion complète, de développament des cas favo- 
rables et des cas contraires, il n’y a point, à propre- 
mentparler, d’ estimation de péobabilité, il ya croyance 
aveugle, illusion, emportement. C’est l'habitude de cé- 
der à: cet entraînement qui produit dans un si grand. 
nombre d’esprits une vacilation continuelle, une fluc- 
tuation d'idées qui les rend le jouet de toutes les sot- 
tises- et les exagérations que | la mode ou l'intérêt en- 
fante chaque j jour. 
ILest vrai que les habitudes de l'esprit et les disposi- 
tions de Pindividu affaiblissent certaines impressions et 
en exältent d’autres; mais c’est à prévenir cet effet que 
tend le caleul des probabilités ou la discussion raisonnée 
qui eñ tient lieu. Comme le dit Condorcet, « ik n/y'a 
». personne qui n'ait observé sur lui-même qu’ila changé 
». d'opinion sur cer bis: objets, suivant l’à âge, les 
” circonstances, les évènemens, sans pouvoir dire ce- 


v . . 
LA L 


(*) Vihil est tam EMPRES quodr non dicendo rs Pa 
(Cicero, Præfat. Paradox.) 
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» pendant.qué ce changémentait été, fondé sur de nou- 


» veaux motifs, sans pouvoir. y assigner d'autre cause 


e 


» que l’impression plus ou moins forte des mêmes ob- 
» jets. Or, si-au lieu. de juger par cette impression 
» qui multiplie ou exagère une partie des objets, tan- 
» dis qu’elle -atténue ou: empêche de voir les autres, 
». On pouvait les compter où les évaluer par le calcul, 
» notre raison cesserait d’être l’esclave dé nos impres- 
». SION.» (Essai sur l'application dé l'Analyse à la 
probabilité, des décisions, etc. Discours Re } 
page clxxxv:) 

11. Ce vœu, qui ne pouvait être que celui d’ ur ami 
de l'humanité, est malheureusement fort. loin de son 
accomplissement. Jusqu'ici l’on n’a résolu qu’un bien 
petit nombre de questions vraiment intéressantes par 
rapport à la conduite. de la société ou des particuliers, 
etl’ona puabuser du calcul dans cette partie des Ma- 
thématiques appliquées, comme dans toutesles autres, 
faute de connaître les principes fondamentaux: dont 
il. fallait partir, ou d’avoir des faits en assez grand 
nombre et suffisamment constatés ; mais l'examen scru- 
puleux qui sera. fait, dans la cod section de cet ou- 
vrage, des diverses applications du calcul, montrera 


_qu'il est. permis. de concevoir quelque espérance 


de progrès. ultérieurs, ,si la multitude d’observations 
auxquelles V organisation sociale peut donnér lieu 
ne se perd. plus par la népligence des spectateurs , ou 
n’est plus condamnée à ni 4 oëbli par l’amour-propre des 
‘hommes. en place, dans la vue de cacher-eurs fautes ou 
d'obscurcir leimérite de leurs prédécessèurs. En effet une 


circonstance. bien digne d’attention setsur laquelle nous 


‘aur ons occasion de revenir, c’est que les faits qui parais- 
‘sent les plus. accidentels quand ils, sont considérés ün à 
‘un, manifestent un 6rdre lorsqu’on peut en observer un 
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grand nombre de simultanés ou de'consécutifs ; et le 
calcul fait voir comment, sans connaître la nature de 
leurs causes ni le nombre des combinaisons qui les 
produisent ou les contrarient, on peut assigner des 
limites à leurs possibilités respectives, et par consé- 
‘quent spéculer ‘alors sur l’avenir conformément aux 
règles, de la pr udence "y. 

Cette théorie assez récente, qui soumet au calcul 
des probabilités les questions dans lesquelles le nombre 
total des chances et ses rapports avec le nombre des 
chances de chaque espèce , sont illimités ou inassigna- 
bles, sera exposée dans la seconde section de ce Traité ; 
la première ne comprenant que des questions où ces 
rapports peuvent se déterminer à priori. 


1 ia 
(* Lorsque ces secours nous manquent, ce serait encore,mettre à 


profit les sages réflexions de Condorcet ,.que de consigner dans des 
notes exactes, les impressions que nous recevons des ‘obfets ou des 
lectures qui nous frappent, les principes que nous adoptons en 
conséquence de ces inrpressions, et les motifs sur lesquels ils sont 
appuyés, atin de pouvoir remonter, quand nous le voudrons, à 
l’origine de nos 'ugemens, en nous reportant aux époques où nous 
les avons formés, et en mous remettant sous les yeux les bases que 
nous leur avons données. Par de fréquentes revues de ce genre on 
rendrait, ce me semble, ses déterminations plus constantes, ses 
changemens d’opinions mieux motivés ; et peut-être parviendrait-on 
à séparer entièrement. ce qui est dû aux forces variables des impres- 
sions, de ce qui constitue la vérité des choses, qu’on doit toujours 
chercher ; car « il ne faut pas recevoir les opinions de nos pères 
» comme des enfans; par la seule raison que nos pères les ont 


» eues. » ( Pensées de Marc-Aurèle, traduction de Joly, chap+ 19, 


$ 29:) à 


3* édition. 2 
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TATNE MERE ARE LA es 2 2 ASE un AUS AAA AAA A VV 
+ SECTION PREMIERE, 


Détermination de la probabilité , lorsque ‘le 
_ nombre des chances de chaque espèce ou 
de rapport de ces nombres est assignable , et 

peut se déduire à « priori de l'énoncé de la 


question. 


12. On a vu dans le n° 6, que la probabilité d’un 
évènement avait pour mesure la fraction formée en 
divisant le nombre de chances favorabes à cet évène- 
ment, par le nombre total des chances ; en ayant soin . 
d’ailleurs de n’employer pour cette Ton que 
des chances également possibles. Si donc on Si iaste 
par 2 le RO de chances favorables à un évène- 
ment, par n le nombre de chances contrair es , Sa pro- 
DA Deute sera exprimée par 


m 
min 
LE é en 
et la probabilité contraire, par 
n mm: 
— OÙ 1 ———, 0 
mn nom En 


en sorte que si l’on représente pare la première de 
ces probabilités , la seconde sera 1 —e. : 

, Ayant, par exemple, un jeu composé dé 32 cartes, 

parmi lesquelles il y a 12 figures, da probabilité qu en 
tirant au FA sai carte de ce jeu ; on aura’ une 
figure, sera Là ou ©, et la probabilité: contraire ++ s où? e 
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Dans cette question on ne considère que deux sortes 
de chances, celles qui amènent une figure, et celles 
qui amènent une carte d’une’ autre espèce : il n’y a par 
conséquent, que deux sortes d’évènemens, dontl’une 
ne peut avoir lieu qu’à l'exclusion de l’autre ; mais si 
l’on distinguait lä couleur des figures, en considérant. à 
part-la possibilité de prendre une figure en cœur, En. 
carréau , en pique ou en trèfle, on aurait 5 évèneméens 
possibles. La probabilité d’avoir une figure dans une 
couleur étant, puisqu'il y en a 3 dans chaque cou— 
leur, le détail de tous les évènemens Pass donne- 


rait les probabilités 


+ pour une figure en cœur, 

a . ‘ 

32 0, e © « en carreau , 
2 4 

32 +. + 0.» + ste + en pique, 
DE amhiac es tr . en trèfle, 


| 
2 pour ne pas tomber sur une fetes ‘fractions dont 
la somme compose l’unité. , 


1l en sera de même quelque mulérpliéés que soient 
les diverses sortes d’évènemens possibles. Une urne 
comprenant un nombre m» de boules blanches , n de 
rouges, p de bleues, 7 de vertes, r de jaunes, s de 
noires , et de Isqiellé il faut Hrèt une boule au ha- 


sard , offre six sortes de chances composant un nombre 
PE 


ma+p+g#+r+s=T, 
et donnant les probabilités 


7 d'obtenir une boule blanche, 
n 


Trees une boule rouge, 


et ainsi des 4 autres. La somme de toutes ces probabi- 
lités est. d 


2, o 
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mn+p+g+rés Mie 
LATE A mo GA 


" e a observer ici que toutes les questions de pro-. 
babilité auxquelles s’applique le calcul, peuvent être 
représentées par un tirage à faire dans une ou plusieurs 
urnes contenant : FRS sortes de boules , ou par des 
dés ayant un nombre quelconque de faces marquées 
diversement. Pour concevoir le jet de pareils dés, il 
faut les supposer d’une forme prismatique très allon- 
gée, ou terminés par des pyramides, afin qu'ils ne puis— 
sent rester que sur les faces parallélogrammes. 


13. Dans les exemples ci-dessus nous avons cherché la 
probabilité absolue de chaque sorte d’évènemens ; mais 
il y a des questions qui mènent à ne considérer une 
probabilité que relativement à d’autres, 

Si, par exemple, dans le jét de deux dés on voulait 
connaître la probabilité d'amener le‘point 7 plutôt que 
le point 4, il faudrait ne tenir compte que des chances 
relatives à ces évènemens. On verrait dans le n° 7, 
qu’il y a 6 chances différentes qui peuvent former 
le premier point, et qu'il n’y en a que 3 pour for- 
mer le second; par conséquent, si deux personnes 
jouaient ensemble sous la condition, pour l’une, 
d'amener le point 7, et pour l’autre, le point 4, 
regardant comme nuls tous les autres coups, la pre- 
mière ayant 6 chances pour elle, tandis que la seconde 
n’en aurait que 3, les probabilités seraient 


— pour le gain de la 1°, ‘# pour celui de la 2°, 


| 22 (f) : ; dy ‘4 ” r 
« ,» .. LA . 3 
Ces résultats s’obtiendraiïent aussi en comparant les 
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prebabiltés absolues des points 7 et 4, lesquelles sont 


et +; caren les divisant par leur somme, il viendrait 
6. | 37" 008 
nr 10 sn + 
De NO 
36 * 36 36 À 36 


De même, on trouvera que dans l’exemple de l’urne- 
contenant des boules de six couleurs différentes (12), 
la probabilité de tirer une boule blanche plutôt qu’une 
boule rouge, est | 


m 
WE Li m 

m AW. LE n" 

r HLIÈUE 


et la probabilité contraire, c’est-à-dire celle de tirer 


une boule rouge plutôt qu’une boule blanche, DT US 

Dans la détermination de la probabilité relative, on 
fait donc abstraction de toutes les chances étrangères 
aux deux évènemens, que l’on considère comme s’ils 
devaient, seuls avoir eu” puisque tous les autres sont 
nuls par rapport aux copdi ne qu’ on s’est imposées ; 
et de là résulte, ainsi qu’on l’a vu par les exemples ci- 
dessus, que la probabilité relative s'obtient en divisant 
la probabilité absolue de l’évènement dont il s’agit, 
par la somme des probabilités absolues des deux évè- 
nemens que l'on compare. 


14. 11 faut remarquer aussi qu’une probabilité peut 
s’obtenir en prenant la somme de plusieurs autres; et 
cela arrive lorsque de plusieurs classes de chances on 
n’en forme plus qu’une seule, en cessant d’avoir égard 
aux circonstances qui les distinguent. Si, par exemple, 
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on jouait avec deux dés, sous la condition d’amener 
indistinctement soit 7, soit 8, on verrait par le ta- 
bleau de la page 11, qu'il y a 6 manières d’amener 
le point 7, 5 d’amener le point 8 : la probabilité d’a- 
mener l’un ou l’autre serait donc 


F4 PA URTR fk 
36 36 — 36° 


ce qui est d” ailleurs évident , , puisque la condition pro- 
posée embrasse 11 chances sur les 36 que le jet peut 


amener. . 


15. Souvent l’évènement attendu se compose du 
concours de plusieurs autres qui ont chacun leur pro- 
babilité propre, et desquelles il faut déduire celle du 
pr emier. Si, par exemple, lorsqu'il s’agit de tirer d’un 
jeu de-32 cartes , une figure d’une couleur donnée , on 
partage d’ M ce jeu en 4 paquets, dont hnehn ne 
contienne que les 8 cartes d’une) même couleur, 
mêlées d’ailleurs d’une manière quelconque , la car te 
désignée pouvant être indifféremment dans l’un quel- 
conque des 4 paquets , la EL de mettre la 
main sur le paquet qui la renferme est +; mais comme 
ce paquet contient huit cartes, sur lesquelles il y en 
a 3 qui remplissent la condition demandée, la proba- 
bilité de mettre la main sur l’une de ces cartes, lors- 
qu ap en prend une dans le paquet où elle se trouve, 
est 3. Ainsi, pour arriver à la carte demandée, il fur 
le sn de deux évènemens dont les probabilités 
particulières sont + et £. La probabilité de ce concours 
est le produit pet deer PEAEGEMES car puisque les 
paquets sont égaux, et qu’un séul contient la carte 
désignée, il ne faut chercher les chances qui la donnent 
que dans le ? du nombre total des chances ; et comme 
des 8 chances renfermées dans ce +, 3 seulement rem. 
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plissent la condition demandée, il faudra donc prendre 

les ©? de ? pour obtenir le rapport du nombre des 

chances favorables, au nombre Ke des chances, ou 
% 


la probabilité héritée: qui sera; Xi = 


‘ L’exémple ci-dessus peut être représenté par le jet 
simuitané de deux dés, le premier ayant 4 faces, 
1 marquée À, les 3 autres blanches; et le second 
ayant 8 faces, 3 marquées B , les 5 autres blanches : 
le concours des lettres 4 et B, sera précisément sem- 
blable à celui des évènemens indiqués dans le n° pré- 
cédent ; mais en raisonnant comme dans le n° 7, on 
voit que l’une quelconque des faces du premier dé 
pouvant se présenter avec toutes celles du second, le 
nombre total des chances sera 4 X 8 =32 , et sur ce 
nombre, 3 seulement , formées par la combinaison de 
la face À du premier dé avec les 3 faces Z du secorid, 
rempliront la cogdition demandée : la probabilité 
cherchée sera donc : <—=}.%, comme on l'a trouyé 
d’une autre manière. a + 


16. En général, ja Es la probabilité d’un 


évènement , CV OR E d’un autre; la probabilité de 
l'nx 
leur concours sera 


m P mp 

0 XX © 

mn p+g. (m+n)(p+ag) 
car le genre de hasard proposé peut être assimilé au 
jet de deux dés, dont le premier aurait » faces mar- 
quées À , et n faces blanches, le sécond p faces mar- 
quées B, et g faces blanches. Alors le nombre total 
des chances possibles serait (m 4-2) (p+ q) ; mais 
sur ce nombre, il n’y aurait que les mp combinaisons 
des faces marquées À avec les faces marquées Z , qui 
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produiraient l'évènement demandé ; ainsi la probabi- 
lité du concours des évènemens 4 et B serait 


(m+n) (p + q) REF PT 
On étendrait sans peine ces considérations au con 
cours de trois évènemens 4, B, C, dont les probabi- 
lités particulières seraient 


m P . r 


mn’ p+g nel 


on trouverait pour la probabilité de ce concours, 


P " 


mpr 


" m | 
MmEnpEDC+s) mEn pH rs 


et ainsi de suite, quel que füt le nombre des évè- 
nemens. | 

En désignant sous la dénomination de probabilité 
simple, celle de chaque évènement pris en particulier, 
et de probabilité composée, celle de leur concours, on 
peut donc poser pénéralément ce principe : /a proba- 
bilité composée s'obtient en faisant le produit des pro- 
babilités simples. * " 


* 


17. La considération des probabilités composées, 
dispensant de former le développement de toutes les 
combinaisons possibles, abrège quelquefois les calculs : 
en voici un exemple assez simple. Supposons qu'on ait 
assemblé dans un paquet les 13 cartes d’une mème 
couleur qui se trouvent dans un jeu complet de 52 
cartes, et qu'on demande la probabilité que les deux 
Premières cartes du paquet soïeni un as et un deux ; la 
probabilité que l’as soit à la première place est — , 
puisque cette carte pourrait occuper l’une quelconque 
des 13 places du paquet ; cette carte Ôôtée , il en reste 
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12 ; ainsi la probabilité que le deux,se trouvera la pre- 
mière carte de ces 12 , sera-L.: la probabilité du con- 
cours de ces deux évènemens sera donc 


x . 


I JL I . 


13 156! 


+ 


Pour résoudre cette question en remontant à l’énu- 
mération de toutes les clrances possibles, il faut d’abord 
chercher le nombre des arrangemens dont peuvent être 
susceptibles 13 cartes , et qui, d’après la formule des 
permutations donnée ts les Élémens d'Algtbre, est 
le-produit 1.2.3....11.12.13. On observera ensuite 
que lorsque .2 des 13 cartes du paquet ont une place 
déterminée, il en reste 11 que l’on peut arranger 
entre elles de toutes, les manières possibles , c’est-à- 
dire de 1.2.3.....11 manières : ce sont là les chances 
qui produisent l’évènement désiré, dont la probabilité 
sera par conséquent 


1.2.3:%. #08 
1.2.3 4 S1T1.12419 


En supprimant les facteurs 1,2.3....11, communs 
au numérateur et au dénominateur, il viendra seu— 
lement 

1 I 


12 13 — 156? 


ainsi qu’on l’a trouvé ci-dessus. 


18. La question, suivante montrera mieux encore 
la facilité que la considération des probabilités com- 
posées procure pour résoudre les problèmes, et don- 
nera lieu à quelques remarques utiles. 

Soient deux urnes dans l’une desquelles il y ,aït 


:d4 


ra 
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2 boules blanches et 1 noire, et dans l’autre 4 boules 
blanches et x noire ; on derhrattle La probabilité d'ame- 
ner une boule Bart hets en prenant au ‘hasard dans 
l’une A ei de ces urnes. La pre PARRSE qu’on 
mettra la main dans la première urne étant !, et la 
probabilité qu’il en sortira une boule blanche étant :, 
la PF RP du concours de ces deux évènemens est 
donc 5.5 ou À 


On < a y: même pour le tirage dans la seconde urne, 


(A FOÈuR CM 
10° 


_Les deux probabilités à x = doivent s'ajouter ; car, 
suivant ce qu’on'a vu dans FA n° 6 et 8, ces fractions 
se rapportent à la même unité qui représente la ,certi- 
tude , et sont en conséquence deux parties de la pro- 
babilité cher chée :'on aura donc pour cette der- 


nière ds de 
ORNE PE OST DRE ET | v 
15° rs # 


Bio 31001 


“La probabilité de tirer une boule noire se calcule de 
mêmé. On trouve pour la Ce pire 2.7, pour la 
seconde ! , !, et la somme + -t—-£. En l’ajoutant 
à, il se l'unité, ainsi que cl doit être, puis- 
qu’il s’agit de deux évènemens dont l’un ou l’autre 
arrive nécessairement. | 

19. Pour achever d’éclaircir ce sujet, je vais résoudre 
la même question, en considérant les deux tirages con- 
jointement , et je préviendrai d’abord une erreur dans 
laquelle il paraît facile de tomber. ‘Au premier coup 
d’œil, on pourrait penser que puisque les deux tirages 
s’opèrent sur la totalité des boules contenues dans les 
deux urnes, et dont le nombre est 8, sur lesquelles 
il s’en trouve 6 blanches , la probabilité d’en obtenir 
une de cette, couleur est 5 ou *, fraction qui sur- 
passé 2. 


+ ne 
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L'erreur qué l’on commettrait vient de ce que pour 
mettre en commun les boules de la. première urne 
avec celles de la seconde, il faut que le nombre en 
soit le même dans l’une et dans l’autre, afin que toutes 
les chances soient également possibles, ce qui n’aurait 
pas lieu sans cela. En effet, les boules étant séparées, 
la probabilité d’avoir une Buae quelconque de la pre- 
mière urne est égale à celle d’avoir une boule quel- 
conque de la seconde urne ; mais quand on mêle les 
boules , qui sont alors au A jai de 8, sur lesquelles 
3 sont de la première urne et 5 de la séconde, les 
probabilités précédentes deviennent (Re ne la pre- 
mière étant © et la seconde 3 

Cette néoaHis disparait Tac on réduit au même 
dénominateur les probabilités £ et {#, relatives au 
tirage d’une boule blanche dans chaque urne, ce qui 
d’ailleurs n’altère point les valeurs respectives de ces 
probabilités. En procédant ainsi, on change les frac-— 
tions ? et + en + et +: alors la première urne est 
censée contenir 10 boules blanches et 5 noires ; la 
seconde , 12 boules blanches et 3 noires, les probabi- 


lités respectives sont les mêmes qu'auparavant, et le 


nombre total des houles est devenu le même dans 


chaque urne : considérant done ces boules comme 
réunies dans une seule urne, au nombre de 30, dont 
22 blanches, on a PQUR le tirage de l’une de celles-ci 
la probabilité 23 + Ou + 

On s’assurera en Pénéral de l'identité des résultats 
obtenus par l’un et par l’autre de ces deux procédés, 
en supposant des urnes en nombre a, contenant cha- 
cune m boules blanches et n noires, et des urnes en 
nombre à, contenant p boules blanches et 4 boules 
noires. Par le premier procédé , on aura pour la pro- 


babilité du tirage d’une boule blanche, 
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> 


a’ m 4 _Ÿ p _am(p+g)+bp(m+n) 
atü mn" a+bp+q (a: b)(m+n\p+9 
PE 22 


crsS 


en faisant pour abréger 
a+b=c, m+n=r, p+g—=s. 
Si l’on réduit au même dénominateur les fractions 


m UE ES ins (pr 
2, À, il viendra —, L7 , et l’on pourra remplacer 
r S Ù rs rs : 


toutes les urnes par une seule contenant crs boules sur 
lesquelles il y en a ams—+bpr qui sont blanches ; d’où 
résultera la probabilité trouvée ci-dessus , bien diffé- 
, l',.tam bp 

rente , en général, de la fraction FIDES air à formée en 
divisant le nombre actuel des boules blanches ke le 
nombre total et actuel des boules. 

Mais ces expressions s accordent, 1°. lorsque le nom- 
bre des boules est le même dans chaque urne, ce qui 
donne r—5s, d’où 


ams + ôpr _ am + bp. 


crs . war + br ? 
2°. Lorsqu'il y a dans toutes le même rapport entre 
le nombre des boules blanches et celui des boules 
noires ; car si l’on désigne ce rapport par #, on a 


nKm, qg =D, à r=mit+ék) ,s=p(i +), 


LA 


ce qui réduit 


ams + bpr am+ pb . I 
ts OM nl: pt NE AE A TE 
crs ar + bs 1 + k. 


Cet exemple fait voir combien il est aisé de se 
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tromper .dans-la recherche des probabilités ;’ét il s’en 

présentera encore d’autres du même genrétdans la 

suite. F 

Détermination des Probabilités dans les épreuves ré- 
*  pélées des mémes hasards. 


20. Les épreuves répétées les plus:simples sont les 
jets successifs du même dé, ou les tirages de nu- 
méros pris dans une urne, et remis,.chaque fois ,-afin de 
conserver toujours le même nombre de chances de 
chaque espèce. 

Ce genre de probabilités se déterminé d’abord par la 
considération des probabilités composées. Se proposer, 
par exemple , d'amener deux fois de suite le point 6, 
en jetant deux fois le même dé, c’est démander le 
concours de deux évènemens dont la probabilité sim- 
ple'est + : on aura donc pour la probabilité cher - 
chée (16) { X 1 — =; on trouvera de même que la 
probabilité de ne pas amener du tout le point 6 est 
3 x 3 — 2. La somme de ces deux probabilités n’est 
pas 1, parce qu'outre les deux évènemens que nous 
venons d'indiquer, il y a encore celui de n’amener 6 
qu’au premier jet, ou de ne l’amener qu’au second: 
la probabilité du premier évènement ést i.5—2, 
celle du second , ?.1=#; et la réunion des quatre 
probabilités qu’on vient de trouver , donne 


" 


a 


I + 5 5 5... 36 à. 
26.7 ART AG NS 36 
Au lieu de calculer ainsi, l’une après l’autre, les 
probabilités des divers évènemens qui résultent des 
jets successifs du mème dé ,.on peut les obtenir toutes 
à la fois dans une même formule. Ï suffit pour cela de 


fé 
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cousidérer que si, dans une épreuve, il y a m chances 
qui produisent l'évènement 4,,.n chances qui produi- 
sent l’évènement B, sur le LONNÉ (m<4n)(m 4n) 
= (mn) qui embrasse tous les arrangemens pos- 
sibles des. chances dans les :deux épreuves, il y en 
aura 7° qui produiront la succession-4 4, mn la suc- 
cession 4B, nm la succession BA, et n° la succession 
BB (16) ; en sorte que les probabilitss pour'obtenir.les 
évènemens composés | à 


La ep ag gsur À  JEa 2 40 SAR 


sont réspectivement 
m° 1 does: nl) Sont à 
STARS AUZENIERURS » à RIDER Jan lement 
MEN Gin” min MEN 
Sil’on ne distinguait pas l’ordre des évènemens sim-— 
ples , on regarderait comme ne formant qu’un seul évè- 
nement composé , les arrangemens 4B et BA : alors la 


2mn 

probabilité d'obtenir l’un ou l'autre serait GE) mn) ; 
nl 

en.sorté qu'il n’y aurait plus que trois évènemens com- 

posés, , 


AA Sir HAE ; BB, 
ayant les probabilités | 

mm} À St Sant Do. 
dont les numérateurs sont les termes du développement 


de la seconde puissance du binome m.+ », ét dont la 
somme est égale à l’unité. il 


On trouverait d’une manière semblable ; les 
diverses probabilités des évènemens qui peuvent avoir 
s : , 71 » : 
lieu dans un nombre, quelconque d’épreuvés ; mais, 
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pour plus de généralité, je supposerai d’abord que 
le nombre des chances varie à chaqué épreuve. En 
bornant à trois celui des épreuves, je désignera 
(pau : | , “ , " w 1" | 

metn, m eétn,; m etn, 


les nombres de chances qui amènent les évènemens 4 
et B à la première, à la deuxième, à la troisième 
épreuves. D’après ce qui a été dit dans le n° 16, le 
produit . 
( ‘ " # 14 ed er - 3-1 
mt n'jm" + n°)" + n°) = 
m' m "mm" + m ‘m'n #1 
# _W 
+ m'nm" + m'n'n 
+ n'm'm" + n'm'n" 


ee + n'n'm” + nnn 


donnera le nombre de toutes les coinbinaifohs pos 
sibles dans les trois épreuves proposées, et un terme: 
quelconque exprimera le. nombre de chances qui 
amènent l’évènement composé des évènenrien$ simples 
A et B , répétés, le premier autant de fois que la let- 
tre m entre dans ce terme, êt le second autant de fois 
qu'y entre la lettre n, Le accens marquant d'ailleurs 
l’ordre des épreuves. 
Par exemple, les térmes 


u 


mm'n + AAB 


m'n'm". »:xépondront aux successions À 4BA 
‘ 4 1 
n'm'm | PB A A ; 


et l’on aura par conséquent la probabilité de chacune, 
en donnañt pour dénorinétenrs, au LAURE qui fui Cor — 


respond , le produit s ; 
(mr + r\n + n'y 4. UN 
Si miaintenarit l’on pose m° = m" == m" jai m, et 


. 
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‘=n"—=n"=nñn, ce qui changera 


Gn'+n)(m"+n") (m°+n") en (m bn), 
Le termes indiqués ci-dessus deviendront tous égaux à 
m’n, nombre qui sera celui des chances relatives à 

AE des" trois évènemens désignés, tous distincts, 
lorsqu’on fixe l’ordre dela succession des év ènemens 
simples dont ils'se composent. \ 

Si l’on fait abstraction de cet ordre, ils n’en for- 
meront plus qu’un seul, répondant à la somme de 
toutes leurs chances qui est 3m°n, et ne diffère de 
m'n que par le coeflicient dont ce produit est affecté 
dans le développement de (m + n)°. Il est aisé de voir 
qu'on arriverait aux mêmes conclusions pour un 
nombre quelconque d'épreuves. 

Ainsi donc p. étant le nombre des épreuves, et le 
développement de 


7) 


MP... 


(m + n)P = m? +F mPon Re do 


1.2 


4 TT RO «e ne IL ),pons . +7, 


il suit de ce qui précède que le prémier terme » in- 
dique le nombre de chances qui, sur un nombre.p 
d'épreuves , donnent p fois l’évènement À ; 


P 


Le second terme “ m7 tn, le nombre de chances 
1 


qui donnent p — 1 fois l'évènement 4 et une fois l’é- 

vènement À, dans quelque ordré que ce soit ; 

pp—1)p—2)..(p=9#+1) ) mP=in, 
1.2, 3 MGR 

le nombre de De. qui donnent p — q fois l’évè- 

nement 4 et q. fois l'évènement 2, sans distinction 


L = 


d'ordre. , 


Le terme général” 
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Si l’on voulait établir une succession déterminée , il 
faudrait supprimer le coefficient, ét ne prendre que 
mP— In. | Vs 
En divisant donc chacun de ces termes par le one 
total des chances, qui est (mn, on aura les probabi- 
lités de chacune des successions d’ évènemens simples 
auxquélles ils se rappor tent. 


22. Soit pour abréger . 
m n | 
Mn AT de 
le développement 
Li E mP— pp—1) Pr, 
(m—+n) LAb 1 re F 1.2 EST) -Fretei] 


duquel se tirent toutes les probabilités des ea évè- 
nemens composés que peut offrir un nombre P d’é- 
preuves (21), se changera en 


e + af + 2e Dépripr. 


PPT 1) : EURE, œ 
MP ere TAN 


formule dans laquelle un terme pris isolément exprime 
la probabilité d’un évènement composé de 4 répété 
autant de fois que-le marque l’exposant de la lettre e, 
et de 2 répété autant de fois que le marque l’exposant 
de la lettre f. ia 

_ Le plus souvent on né fixe pas d’une manière pré- 
cise le’ nombre de répétitions du même évènement, 
mais on lui assigne seulement une limite. C’est ainsi 
qu'on peut chercher la probabilité de h’avoir pas 
moins de p—1 évènemens À sur le nombre p d’é- 
preuves, énoncé qui admet aussi le cas où il arrive 


rait p évènemens À ; et auquel satisfont par consé- 
3° édition. 3 


4 


A 
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quent les deux piemiers termes de la formule ei- 
dessus : la probabilité.de ces. évènemens sera donc in- 
diquée par A | 
L 
noie: ii ep fs, » 
I * .: 

somme des deux premiers termes. 

De même la somme des trois premiers, 

RE 15 Arme DAS 
PL POIf — e? JE 
D F L( . 2. 
indiquera la probabilité de ne pas avoir moins de p—2 
évènemens À, et plus de 2 évènémens B. 

Et en sénéral la somine des termes de la formule, 
depuis le premier jusqu’à celui qui est affecté de e?71f}, 
c’est-à-dire 

Ave, pŒ@—1).-X\p=9+#+1) 
ep SEPT PE. NE I ee PET fl 
aa PORT INA DER: U P 
indiquera la probabilité de n’avoir pas moins de p — q 
évènemens À, etplus de g évènemens B.- 

Si, par éxemple, on demande la probabilité d’a- 
mener le point 6 au moins 2 fois dans quatre jets suc 
cessifs d’un dé à six faces, on fera 


, L'Upe or 
l eg Î =; P= #4; 
et il viendra pour cette probabilité ë 


def 6ef= 3H SELS HR 


1296 . . 
| RUE entre LR 
7 1296 ? age: 8 * 


Si l’on eût demandé seulemént d'amener 6 au moins 
une fois, il aurait fallu prendre la somme des 4 pre- 
_miers termes du développement de (e+f)t; mais 


| 
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comme e + f—=1, et que par conséquent (e+f)= 
la somme des 4 premiers termes est égale X 1 — f! : il 
est donc plus court de calculer directement le terme f 
pour le retrancher de lunité, ce qui donnera 
5t 022 d'Anna | 
6e 108. rad. : «TR 
pour le probabilité demandée ; et puisqu'elle sur- 
passe ; ! ,ilen résulte qu'il est phobable que le point 6 
arrivera au moins une fois dans quatre. jets (Q). 

La probabilité de l'évènement contraire est fi =. 
puisque le terme ft, ne contenant pas la lettre e, in- 
dique la répétition des seuls évènemens B: c’est die 
parsa contraire que nous avons déterminé la probabi- 
lité demandée; et il faut opérer ainsi toutes les fois 
que l'expression de la première est plus THE que 
celle de la seconde. 


23. On voit encore par Fexemple précédent comment 
la Hiopabinte GiAener le point 6 au moins une fois, 
qui n’était que 5 à la première épreuve, s’est accrue 
par la répétition des jets du dé, Ce changement peut 
faire naître la question suivante : April le nombre 
d'épreuves nécessaire pour qu'un événement acquière 
une probabilité donnée ? Si Yon demandait en combien 
de jets: du même dé on obtiendra la probabilité g 
que le point 6 arrivera au moins une fois, on aurait 
e=}%, f—=?,qj—=p—:1,etil faudrait déterminer p 
par la condition que la somme des termes 


ep + € Per fl D ht + À fr 


fût égale à g ,ce qui ne pourrait se.faire immiédiate- 

ment que par: des essais répétés ; mais en, prenant la 

probabilité contraire , exprimée par le seul terme f?, 

et qui,. dans l'hypothèse proposée, doit être égale à 
da L 
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1—g ou k, on aufal’équation 


PR, d’où plosf= log, PE Er 


NT CU ERTES ADR AT" 
Si l’on substitue aux lettres f'et Æ Les fractions -, ; 
| s'£4. 


on trouvera 


J’appliquerai cette formule au problème qui paraît 
avoir été le premier de ce genre que les géomètres 
aient résolu, c’est celui de trouver le nombre de jets de 
deux dés, dans lequel il y a autant de probabilité 
d'amener deux six (ou sonnez) que de ne pas le faire. 
Pour cet exémple, on a 


ÈS 
k=: = = = ape A | 7 Vi 24,6 ; 


ce qui montre que l’évènement proposé est moins 
probable que le contraire, quand on n’embrasse que 
24 jéts, et plus probable, quand on en prend 25. 


24. Cette conclusion paraissait fausse au chevalier de 
Méré, qui proposa le problème à Pascal dont il tourna 
les méditations sur le calcul des probabilités. Ce che- 
valier , homme d’esprit, mais étranger aux Mathéma- 
tiques, croyait que puisqu'il suffisait.de 4 jets pour 
arriver à une probabilité surpassant 3 1, d'amener le 
point 6 avec un seul dé, qui n’offrait que 6 chances à 
chaque coup, le jet ûe deux dés en présentant 36; 
ou 6 fois 6, il devait suffire de 6 fois 4 ou 24 jets, 
pour obtenir le même résultat par rapport à l’évène- 


ki 
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nent 6,6 (ou sonnez) ; le contraire Jui paraissait un 
grand scandale, qui lui faisait dire hautement que les 
Propositions n'étaient pas constantes , et que lArith- 
mélique se démentait. ( Lettres de Pascal à Ferniat, 
Œuvres de Pascal, t: IV, p. 419.) 

La difficulté précédente , fondée sur l'ignorance bé 
formes du calcul, n’est pas la seule qu’on ait élevée 
contre l’évaluation des probabilités dans les épreuves 
répétées : d’Alembert a voulu jeter du doute sur les 
prineipes. mêmes. L'exposition et la réfutation d’une 
seule de ses objections suflira pour les faire apprécier 
toutes; car elles n’ont obtenu l'assentiment d’aucun 
géomètre distingué , et elles prouvent seulement qu’il 
peut arriver aux hommes le plus justement célèbres, 
de s’égarer même dans un sujet fort simple. 

Suivant d’Alembert, lorsqu'on jette un dé à deux 
faces, que je désignerai par 4 et B , le pari d'amener 
la face Z au moins une ds en deux coups, n’a en sa 


faveur qu’une probabilité © 3 au lieu de 7 que. donne le 
principe du n° 20 : Car, dit-il,'si l’on amène 4 du pre 
mier coup , le jeu est fini, et sil on amène au contraire 
la face B, il faudra jouer le second coup, qui donnera 
A ou B, en sorte qu’il ne peut réellement arriver que 
l’un de ces 3 évènemens, 4, BA, BB, dont 2 font 
gagner le pari (*). Cela M vrai; mais l’erreur consiste 
à SUPPORTER deux sé la même possibilité 
qu’au premier : elle est du genre de celle qui a été in- 
diquée dans le n° 18. 

En es la probabilité de l’arrivée de 4 au premier 


coup est = , Comme celle de 8 ; mais celle des évène- 


2 


(*) Opuscules mathématiques de D’ Alembert, tome H, p: 20. 


» 


gs PA vd 
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menscomposés ZA et BB qui n’ont lieu qu’au deuxième 


J Abby nn 
coup, est, avant le Dé OH “= :° amst 
LNE EN7" 
le joueur qui parie d’ amerier A au moins une fois, a 


en sa faveur, avant.ce coup, la probabilité 


I I 3 


la même qu’ on obtiendrait en embrassant les quatre 
arrangemens que présentent les deux épreuves com— 
binées ensemble, savoir, | 


“ 
AA, AB, BA, BB (. dé 


En général il est visible qu’il y a le même nombre 
de chances dans n jets successifs du même dé, et dans 
le jet simultané de n dés semblables. Il paraît, par les 
Lettres de Pascal à Fermat , qu’il était tombé d’abord 
dans une erreur analogue à celle-que nous venons de 
relever (**). 

25, On peut aussi détérminer les probabilités simples 
d’après celles des évènemens composés. Par exemple, 
un joueur ayant reconnu que, dans une partie formée 
de trois points, il peut en cédèr deux à son adversatre, 
pour établir entre eux l'égalité, on demande la proba- 
biliié qu'a le premier joueur de gagner un PAGE 

Il résulte de l'énoncé, qu’il a la probabilité ! de ga- 
gner trois points dé suite, puisqu'il perdrait ‘à partie 
si son adversaire. en IAE un auparavant : l’on a 
donc poux! ce ca Ge DAME HIS 

1,22 

DT: 
v/2 

214 e : fi ser 


(*) Essai philosophique sur les Pronabiités, page 13-de la 
cinquième édition in-8°. 


(**) OEuvres de Pascal, tome IV, page 424: , 


y ‘À 


HE 32 AE 


%. 
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ce qui revient à environ 07987» un pe moins 
de $ Le 

fi FA premier joueur ne cédait qu' un point sur trois, 
alors les chances en sa faveur seraient de gagner les 
trois points de suite, ou en quatre coups au plus ;'éar 
s’il manquait deux coups, son adversaire gagnerait 
la partie ; ainsi l'on aurait + 


épfer, où fes r, 
en mettant pour f, sa valeur 1 —e. Cette équation 
étant résolue ferait connaître e ; on trouverait 0,0143 


environ (%. vis 


26. Fa Bhéideretion des divers évènemens composés 
qui peuvent arriver dans lesé épreuves répétées du même 
jeu, mérite toute notre attention, parce qu elle fournit, 
ainsi que l’a remarqué d’abord Jacques Bernouilli dans 
la quatrième partie de l’Ars conjectandi , et ensuite 
Condorcet dans ses divers écrits sur le calcul des Pro- 
babilités, les meilleures bases que l’on puisse donner à 
la philosophie de ce calcul , pour fonder l'utilité de ses 
applications. 

Les termes du développement de (m+-n)? quant 
les chances favorables à chacun des évènemens compo- 
sés qui, dans un nombre p d’ épreuy es, peuvent résulter 
des diverses successions d’évènemens simples _ A et B, 
il est facile dé déterminer lequel. de ces évènemens com- 
posés- a le plus de chances en sa “faveur, et est par 
conséquent le plus probable. I suffit pour : cel de cher- 
cher quel est de tous les termes du Du pement 
(m + n}, celui dont la valeur est la plus considérable. 
Avant de passer à la solution générale dece problème, ; 
je crois à propos d’en donner quelques exemples nu 


{*) Doctrine of Chances, page 35. 
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mériques, pour ceux des lecteurs à qui l’Algèbre ne 
serait pas très familière. 

Premièrement, si l’on fait m—=n, le plus ‘grand 
terme sera celui qui occupe le milieu] de la: formule, 
quand le nombre p est pair ; et lorsque ce nombre 
sera impair , il ÿ aura deux termes consécutifs égaux , 
surpassant tous les autres et placés aussi dans le milieu 
du développement, comme on le voit eï-dessous dans 
les premières puissances du binome m + n. 


(mn) =m°+2mn + n°, 

(m+n)—m43mnt 3mn° + n° 
(mn)=mi+/{min- Gm'n°+ mn + nt, 

CRE SU ET met d'Or" n+ Smniyns. d 


Les termes 2rn et 6 m' n° Au milieu de la seconde et 
de la quatrième devi iennent respectivement 2° et Gm!, 
lorsque m—n, et ce sont les. plus considérables, parce 
qu'ils ne diffèrent des autres que par leur coeflicient, 
qui est le plus grand de tous ceux de la formule. Les 
termes 3m°n et 3mn* dans la troisième puissance ;, 
changeant en 3m*, deviennent égaux ; il en arrive au 
tant, dans la cinquième, aux termes 1om°n° et 10m 2n3 
qui se changent én 10m et ont le plus grand coef- 
ficient. ( 

Il résulte de là que si l’on considère un jeu où le 
nombre des chances soit le même en, faveur de l'é- 
vènement À et de son contraire B, les évènemens 
composés les plus probables” seront 1 fois 4 et 1 
fois Z dans 2 épreuves, 2 fois 4 et 2 fois Z dans 4 
épreuves, et ainsi de suite lorsque le nombre .des 
épreuves est pair. Quand ce nombre est impair, il y 
a dans chaque épreuve deux évènemens composés 
dont la probabilité est égale et surpasse celle de tous 
les autres, savoir, ceux d’amener 2 fois À et x fois 
B, ou2 fois Bet 1 fois 4, dans 3 épreuves ; 3 fois 
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Aet 2 fois Z, ou 2 fois 4 et 3 fois B, dans 5 épreuves, 
et ainsi de suite. 
Les probabilités de ces divers évènemens seront 


2m? 


: 2 I 
pour 1 fois 4 et 1 fois B, Po à, 
| 2 fois À et 2 fois Fi rt 
pour 2, fois 4 et 1 fois B 1°  3m° 3 
ou 1 fois À et 2 fois B j (mm). 8° 
pour 3 fois À et 2 fois B | 107 :. 10 5 
_ où 2 fois À et 3 fois B |? (mm) 32 16 


… Ces diverses probabilités décroissent à mesure que 

_ de nombre des épreuves augmente ; et cela est tout 
simple, car si chacune est la plus grande de toutes 
celles qui naïssent du nombre d'épreuves dont elle fait 
partie, elle ne répond qu’à un seul des évènemens 
composés, qui se multiplient à mesure que l’on em- 
brasse un plus grand nombre d’épreuves. 

Il n’en est pas ainsi pour les probabilités relatives 
des divers évèneméns composés fournis par le même 
nombre d'épreuves. Par exemple, la probabilité d’a- 
mener plutôt 1 fois À et r fois Z, que 2 fois 4, étant 
le quotient de la probabilité absolue du premier de ces 
deux évènemens composés , par la somme des proba- 


bilités de l’un et de l’autre (13), on aura 


ARS 
| 1 
2 À Z 
I Fs "6: 3 
4 


I 
2 


La probabilité d’avoir plutôt 2 fois 4 et 2 fois 3 que 
4 fois À de suite, se trouvera de même égale à 
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U » 


2 


fraction qui surpasse 2. On obtiendrait toujours des 
résultats semblables en poursuivant le calcul; et on 
en conclurait la différence de possibilité entre les évè- 
nemens composés de la répétition constante du même 
évènement simple , et celui dont la composition se 
rapproche le plus du rapport de possibilité des évène- 
mens simples. Le seul bon sens suflit sans doute pour 
mener à ces conclusions, mais il n’en pourrait donner 
les valeurs précises, de même qu'il, n'avait pu faire 
deviner au chevalier de Méré la réponse à la question 
qu’il s'était proposée : l’emploi du calcul sera donc in- 
dispensable toutes les fois qu'il s’agira de déterminer 
des valeurs résultantes d'opérations. compliquéés ou 
comprises dans des limites étroites. 


27. Les formules générales correspondantes aux re- 
marques du numéro ‘ écédent se présentent d’elles- 
mêmes , puisqu il ne s’agit que de calculer le terme 
qui tient le milieu dans Île développement d’une puis- 
sance paire du binome , ou les deux qui en prennent la 
place , quand la puissance est impaire. 

L'expression du premier est 


PP — 1). Ce 


a 


Me 
2 
ame (+: 
| Es mr INR 
’ # à 


25! L Sad 
2 
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lorsque = n; celle des autres est 


P(P — 1) … (p 1 + ) +1 1) si 


+ fais th hi gli LL 
UE 
À — 
ah | 
pp) (EE +) | 
Do or 


Pour en calculer la valeur, quand p est très grand , il 
faudrait former des produits composés d’un nombre 
considérable de facteurs, ce qui devient bientôt impra- 
ticable, à moins qu’on ne s’aide d’une formule très 
curieuse et très commode, découverte par Stirling, 
ou de celles que Laplace a données dans les Mémoires 
de l'Académie des Sciences, années 1781 et 1782 , et 
dans sa T'héorie analytique des Probabilités : on trou- 
vera la première dans la note I, à la fin du présent 
Ouvrage. 

En l’employant au calcul de la probabilité d’obtenir 
5o fois l'évènement 4 et 5o fois l'évènement Z, sur 
100 épreuves , on trouve 0,0795892 , probabilité très 
petite en elle-même, parce qu’il ne s’agit que. d’un 
seul évènement pris parmi 101; mais si on la compare 
à celle d'amener 100 fois de suite l’évènement À, on 
aura | 

0; 0790 x x : J 
—————, "Ou très peu près 1 — 


me +0,0796 . 20%<0,0706 ? 


100 
2 


ce qui ne diffère pas sensiblément de l'unité, puisque 
le dénominateur de la-fraction qu’il faut rétrancher de 
cette unité, étant développé, aurait 30 chiffres. 
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Ce résultat montre la différence énorme qu'il y a 
entre les possibilités respectives des deux évènemens 
dont je viens de faire la comparaison : Mais aussi il 
faut observer que la probabilité d’amener sans inter- 
ruption , soit l'évènement #, soit l'évènement B , est 
plus petite que celles de tous les autres évènemens 
composés; celles-ci vont en augmentant à mesure 
qu’on,se rapproche du termé moyen. 


28. Lorsqu'il n’y a pas le même nombre de chances 
en faveur de chacun des évènemens simples 4 et B, 
l'évènement composé le plus probable est encore celui 
dans lequel le nombre des évènemens À est’ à celut des 
évènemens B , dans le rapport du nombre des chances 
favorables au premier, au nombre des chances favo- 
rables au second. ; 

Pour bien faire comprendre cet énoncé , prenons 
m—3,n—2, et faisons successivement p—5, — 10. 
Dans lepremier cas, le terme le plus considérable du 
développement de (m+ n)° sera 


FA 8 d 1080 1080 
10Mm'n"—=1000, et donnera 5. 3:08) environ 3 


pour la probabilité d’obtenir en 5 épreuves, 3 fois l’é- 


vènement À et 2 fois l'évènement}. Le plus grand 
terme du développement de (m + n)"° est 


10.9.8.7 Ent — 6,)t — 4 — 
DIE 3.4 mnt 21007 210.3" ;0 | atOfR 


d’où il résulte 


210.39.24 A 2449440 
RE T ” 976562 


pour la probabilité d’amener en 10 hu: 6 évène- 
mens Æ et 4 évènemens Z , nombres qui sont dans le 


2 
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rapport de 3 à 2. Cette probabilité est moindre que la 
précédente, par la raison déjà alléguée dans le n° 26 ; 
mais elle est toujours la plus grande relativement à 
toutes celles qui se déduisent du même développe- 
ment. 

Les multiples de 5 pouvant seulsse partager en deux 
nombres entiers qui soient entre eux dans le rapport de 
3 à 2, le développement des puissances dont lexposant 
n’est pas un multiple de 5 , ne contient pas de termes 
où les exposans des lettres m2 et n soient dans ce rap- 
port ; mais les termes qui approchent le plus de rem- 
plir cette condition, sont les plus considérables. C’est 
ce qu'on va voir par la détermination algébrique du 
plus grand terme du développement de (m2 + nY. 


29. Le terme général du développement de (m+n} 
étant 


PP 1)(p ‘8, 2)...(p—9+ 1 mP—In1 | 
(# le 


QE PROEMNANTN Lee 
est précédé par 


pP(p— 1)(p— 2)... right 
Ris... (D 1) J 
et en divisant la première de ces expressions par la 
seconde, on aura 
1227 qu FCURSS 
q m 
pour le rapport de deux termes consécutifs pris à une 
place quelconque du développement proposé, valeur 
qui diminue à mesure que le nombre 7 augmente. 
Cela posé, il est évident qu’un terme surpassera 
celui qui le, précède, ou sera moindre, selon que 
| [4 
— 1 AUS : Ah LE 
24: 18 M — Dr, où <<... 
q m 


46 TRAIÎTÉ ÉLÉMENTAIRE 


Dans le premier cas on aura 


Le ke | » pr+n 
pn—qutn> am, d'où 9 < ET, 
et dans le second è 
ee > à pr+a, 
prn—qgn+n<qm; d'où g> HR 


La valeur deg, après laquelle le rapport dont il 
s’agit deviént moindre que 1 , étant celle où s'arrête 
l'accroissement des termes consécutifs, donne néces-— 
sairement le plus grand terme, à partir duquel les 
autres vont en décroissant vers chaque extrémité du 
développement. 


si Pre 


_ était un nombre entier, en le prenant 
m+n 


pour la valeur de g, le rapport dont il s’agit serait pré— 
cisément égal à l'unité : il y aurait donc deux termes 
consécutifs égaux , et plus grands que tous les autres. 
Dans le cas contraire, il faut prendre pour la première 
valeur de g, le nombre entier immédiatement au-des- 


n+n Aa : À 
sous de 2 _ , et qui, par conséquent , en diffère de 
mn 


moins que l'unité : ainsi g est compris entre les nom-— 
bres fractionnaires , 


pr+n pr—m pr+n 
a —  — A Mn pere OU 
m+n m+n mn 
dont la différence est 17 US ï. 
m+n 
Lorsque p —r (m + n), il vient 
DR n L CEE 
g< n m£Ln e 2 y18 m +7 . 


q est donc le nombre entier rn, et.par conséquent 
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Maintenant, soit #7 le terme le plus considérable du 
développement de (#+n) ; la probabilité relative 
_de l’évènement composé auquel il répond , comparé à 
celui auquel répond un autre terme X, étant expri- 
mée par 
M 2 
KL (r D 


approchera d’autant plus de Punité, que X sera plus 
petit par rapport à A7, ce qui démontre la remarque 
faite dans le n° 26, en la généralisant, puisqu’ici rm 
et z sont supposés quelconques. 

On voit donc par ce qui précède, que de ious les 
évènemens composés qui peuvent se présenter dans un 
nombre r(m+n) d'épreuves, le plus probable com- 
parativement à chacun des autres en particulier, est 
celui qui répond au terme affecté de m'"n", dans 
lequel les évènemens À et B sont répétés l'un rm fots, 
l'autre rn, c’est-à-dire proportionnellement à leur pro- 
babilité bhréutas d 


30. Après avoir reconnu la forme du terme qui sur- 
passe tous. les autres, il faut encore examiner la marche 
de ses rapports avec ceux-ci. 

Pour cela prenons comme ci-dessus p—r(m+4 n), 


lient (Or SAS 
q 


q deviendra rn , et l’expression —— 


du rap- 
port de deux termes consécutifs , donnera 


rm +n)—-mm+in rm + 1 


mm m rm 


? 


pour le quotient du plus grand terme divisé par celui 
qui le précède immédiatement. Si l’on divise parrm, 
le numérateur et le dénominateur de ce quotient, on 
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obtiendra 1 +, quantité qui approche d’autant 


plus de l'unité que at nombre r est plus grand. 
Si l’on prenait le plus grand terme pour diviseur, 
au lieu de celui qui le précède , le rapport devenant 


Sa . SAT I 
inverse, serait exprimé alors par Len 
I Lee — 
Mau: le terme qui suit M, g dan mm +i,et 
l’on a 


fraction qui tend sans cesse vers l’unité à mesure quer 
augmente. 

En passant ainsi à des termes distans de deux, de 
trois , etc. places du terme 7, on reconnaïîtra sans 
peine que de chaque côté de ce.terme le décroissement 
devient de moins en moins rapide, lorsqu'on aug- 
mente la valeur assignée au nombre r. De là résulte, 
dans les environs du plus grand terme, la réunion de 
ceux dont les valeurs sont les plus considérables , et 
qui composent la plus forte partie de celle du dévelop- 
pement entier. 


31-Quand on s'approche davantage des'extrémités de 
ce développement, on arrive à des termes dont le rap- 
PR avec M décroït de manitre qu’ on peut toujours 
assigner à r une valeur assez grande pour que ce rap- 
port devienne aussi petit qu'on'voudra. Voici à peu 
près comment Jacques Bernoulli a démontré cette im-— 
portante proposition. 

En considérant le plus grand terme 47 et deux 
autres qui en soient éloignés de r placés, soit avant, 


Le 


DES PROBABILITÉS+ 4. 
soit après, on aura à comparer les termes: | 


Li 


” ATEN S eme, F4 mtTEntr, RLLTYRR ET 


dont, pour abréger, j'ai représenté _les égolciaus 
par à, w et 2" et si ces trois termes sont. dé 
signés respectivement par les lettres L,; Met L 
on aura vi 


ee ' pros pie  au VS L+ er js: n° 


TT (rn—r+ 1)(rn—r +42): mo ? 
Mn Cr D CE 0 mn 
‘Er Gm=rE 0 (M ETE 2). rm. na, 


après la suppression des facteurs, communs. aux:deux 
termes de chaque rapport. Le second ne diffère du 
premier que par le changement de m. én net réei= 
proquement. 12 

Cela posé , il faut d abord Et que es SANTE du 


rapport peut être rendue aussi grande qu’onlé 


voudra ; pour cela on décomposera les puissances. 7” et 
m' ins leurs facteurs, afin de les iaindre à à chacun de 
ceux dés coefliciens, ce.qui donnera: 


M rmn+rn. DR Ernie se rm, 
7 ° , 
LL  rmn—rm+m D ete | -rmn 


produit composé de r facteurs. Celui dont le rang est 
marqué par g, a pour expression 


rene re (qi PU, Eu Jet 
rmn— rm + qm + m : 

T9 TR. mn —m+T ; 

hotte | cr Ag mars Wéthféténft 


lorsqu’ on divise les deux tee par r. Il faut d’a- 
bord observer que tôus ces facteurs surpassent l’u- 
3° édition. 4 


# 


ss 
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| nité; car si l’on retranchede dénominateur du numé- 


Etlur, le reste (mn + n) ( ee 1) += se réduit à 


7 quand on y met pour g sa plus grande valeur, r, et 


demeure par conséquent toujours positif. 

On voit ensuite , que pour une même valeur de g, le 
numérateur croît, GUE que le dénominateur décroîit, 
lor squer ou le nb hre des facteurs augmente ; d’où il 
suit que leurs valeurs augmentent avec leur nombre + 
et que par conséquent leur produit devient de plus en 
plus grand. 

Enfin, pour une même valeur de r, le numérateur 
diminuant lorque g augmente, tandis que le contraire 
a lieu pour le non Et AE il est évident que. les 
facteurs dont il est question forment alors une pro- 
gression décroissante dont le premier et le dernier 
termes , À 


mt 
mn + - 
WE 


, ? 


mn 


mnn 


m 
Mmn—m suis 


comprennent entre eux la quantité 


mnæ4n mi 
MOST M : 


! 


Or, ilest toujours possible d’assigner la valeur d’un 


M} 1\7 , NI 7 
nombre g , tel que ( ) égale ou surpasse un 


nombre donné c ; car en posant 


D) 
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et passant aux logarithmes , on trouve: A 
Le 
TOP NET 

Si cette valeur de g n’est pas un nombre PRES on 


prendra celui qui la surpasse immédiatement. i 
Maintenant on peut faire en sorte que le facteur placé 


g{1 (+ "is à 0 d’où I= RE 


. M 
au rang marqué par g, dans la valeur de T devienne 


m FPE | ù La 
égal à ; il suffit pour cela de poser l’équation 


rmnm—(g—i1)n m1 


crmn—rm#gm 4 


-et de déterminer r en conséquence. Cette équation, qui 
revient à 


donne 


reg PT, r(m+n) = +2 PL +): 


Par cette valeur de r, les g—1 facteurs pris sur la 


gauche de celle de æ, surpassañt CR 3 qui est égal 


à celui du rang g, le produit des premiers mul- 
tipliés par ce dernier, surpassera nécessairement 


m1 
m 


9 
) c'est-à-dire le nombre c; enfin les facteurs 
qui suivent étant tous > 1, le produit complet ou la 


valeur de JT Surpassera à plus forte raison le nom- 


bre c. 


< 4e, 
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* Par ce qui précède , on a donc déterminé le nom- 


à] 


bre r, de manière a en élevant le binome mn à 

la puissance marquée par Ft mn); , le rapport T 
surpassera tel nombre donné qu’on voudra. 

ALES, M . s 

Pour traiter de même le second rapport Ti? il suf- 


fira, suivant la remarque faite à la page 49, de di 
men n, et réciproquement, dans 4 formules précé— 


dentes, ce qui donnera 


n + I\1 Es le 
(Æ ) ra MCE EN CE 


qm—m 7 


: __f ,9m=m) 
POTRTN r(m+n)=—= a ni AT + n). 
Lorsque cette valeur de r différera de la précédente, 
ce qui aura lieu presque toujours, il faudra employer 


la plus considérable des deux, qui rendra en mème 
temps 


PE qu 


M M 
FT ct T Ar 


32. Si, d’après ce qui précède, la probabilité rela- 
tive de l’évènement qui répond au plus grand terme 
du développement de (m-+n), augmente avec p,.il 
n’en est pas ainsi de la probabilité absolue de cet évè- 
nement: celle-ci diminue , au contraire, à mesure que 
le nombre des épreuves augmente, ainsi qu’on l’a déjà 
vu par des exemples, dans le n° 26; mais pour s’assurer 
de la chose en général , il faut avoir recours à la for- 
mule de Stirling ; citée à la page 43; c'ést ce qu’on verra 
dans la note I. Admettant ici le fait que cette proba - 
bilité peut être rendue aussi petite qu "on le voudra, en 
prenant r suffisamment grande, ils’ensuivra la même 
M. 


Ps 
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conclusion pour les autres probabilités , qui sont tou- 
jours moindres que celle-là. 

Geci prouve encore que la probabilité d'obtenir un 
nombre d’ évènemens À plus grand ou moindre que rm 
d’une quantité constante g, diminue sans cesse et peut 
devenir aussi petite qu’on voudra; car cette probabi- 
lité se compose des termes commençant à celui qui est 
affecté de m'"+in""-3 et finissant à m°"—In"+3 inclusi- 
vement, dont le nombre est 29 + 1, et dont chacun 
peut devenir aussi petit qu’on voudra. 


33. Mais par suite de la réunion des termes dont la 
valeur est la plus considérable, dans les environs du 
plus grand de tous, i/ y a une probabilité qui va tou- 
jours croissant, c'est celle que les nombres qui mar- 
quent les répétitions des évènemens simples À et B, 
étant comparés au nombre des épreuves, formeront des 
rapports qui ne s’écarteront pas des probabilités de ces 
évènemens , au-delà d'une limite donnée. 

Considérons d’abord, pour plus de simplicité, le cas 
où il y a le même nombre de chances en faveur de 
chacun des évènemens simples, et cherchons la proba- 
bilité d’en obtenir d’une composition telle, que le 
nombre des 4 ne surpasse pas les : du nombre d’é- 
preuves, et ne soit pas moindre que es ? & fractions en- 
tre lesquelles se trouvecomprise +, probabilité particu- 
lière des évènemens 4 et B, et dont elle ne diffère que 
de - en plus ou en moins. Si nous ne considérons d’a- 
bord que 5 épreuves, la probabilité de ne pas ob- 
tenir plus de 3 et moins de 2 évènemens 4 , se 
trouvera en prenant, dans le développement ( e+f )É 
la partie 


106°f* + 10e6°f* (22) ; 


en Yi faisant e = f— ! , elle donnera = —?. 


54 TRAITÉE ÉLÉMENTAIRE 


Passons maintenant au cas où l’on embrassérait 
10 épreuves, et où il faudrait par conséquent ob- 
tenir au plus 6 et au moïns 4 évènemens Z; nous 
prendrons alors, dans le développement de (Hp), 
la partie 


2 tree 259e5f5 + 91 oe!f”, 


dont on trouvera la valeur égale à £Z © 2, qui revient 


1024 
640 
à 1024° 


L’accroissement de la probabilité cherchée est en- 
core fort petit; mais il devient plus rapide à mesure 
qu’on augmente le nombre des épreuves. Lorsqu'on en 
considère 100, nombre dont les ? — 60 et les ?— 40, 
on doit prendre , dans le développement de (e + f}, 
la partie qui commence au terme affecté de ef°f# et 
finit au terme affecté de e4°f® : l’opération s’abrége un 
peu lorsqu'on part du terme du milieu rapporté dans 
le n° 27. 

En représentant par C le coefficient de ce terme, 
par C;, celui du terme qui vient après, par C;; celui du 
terme qui vient après ce dernier , et ainsi des autres, 
on formera l’expression 


à 5o | I 
Cesf5° + Core +C, 2 eff... + CoAlotepre, 


où l’on voit comment chaque terme se forme du pré- 
cédent, et où il faut observer qu’à cause de e= f— +, 


I 
2,100 


cf mie l9 ft ....—ef 6o _— 


Quant aux 10-termes qui précèdent Ce”°f ®, comme 
ils sont les mêmes que ceux qui le suivent, ilsuflira de 
doubler les derniers pour tenir compte des premiers 8 
et en s’aidant des logarithmes, on trouvera sans bete 
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que la somme cherchée est environ £,, panne fort 
approchante de l'unité. ; 

Si l’on avait assigné au rapport du nombre des évè- 
nemens À avec le nombre des épreuves, des limites 
plus resserrées ; on aurait trouvé une probabilité moin- 
dre. En n’étendant, par exemple, l’expression RrÉCÉr 
dente que depuis le terme affecté de e%f# jusqu’à ce- 
lui qui est affecté de e5f%, on aurait pour limites 


55 + 27 OL 45 — + n 
25 = 20) Et 66 30) dont LÉ différenceavec+, est seu- 


lement 355 mais on n’obtiendrait qu’une probabilité 
égale à -#-. 

Ces résultats ne pourraient être que pressentis par le 
raisonnement seul ; il faut le secours du calcul pour en 
déterminer avec exactitude la valeur et même la nature. 
On peut bien voir aussi par ces exemples, que l’aug- 
mentation de probabilité, à mesure qu’on embrasse un 
plus grand nombre d'épreuves, n’a lieu que pour les limi- 
tes du rapport de ce nombre avec celui des évènemens 
d’une espèce donnée, et non pas pour un nombre déter- 
miné d’évènemens composés. 

Si l’on cherchait, par exemple, la probabilité de 
n’obtenir qu’un évènement 4 de plus ou de moins que 
la moitié du nombre des épreuves, en prenant ce nom- 
bre égal à 10, la probabilité demandée se composerait 
de la somme des termes affectés de eff, e°f”, etf$ dans 
le développement de (e + f)",'et s’éleverait à 555 envi- 
ron; tanglis que pour 100 épreuves; la même probabi - 
lité, formée encore de trois termes, savoir, des termes 
affectés de e°'f49, e%°f%°, ei9f5! dans le développement 
de (e + f)'®, ne serait plus que d’environ #5, ce qui 
s’accorde bien avec ce qu’on a vu dans le n° 32. 

Au contraire, quandil s’est agi des limites? et ?, dans 
le rapport du nombre des épreuves à celui des évène- 
mens 4,le nombre des termes composantla probabilité 


Re <° 
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cherchée, a toujours été en croïssant : il yen avait 2 pour 
5 épreuves, 3 pour 19, et 21 pour 100. 


34. Ce qu'on vient de voir sur des exemples particu- 
liers résulte d’une proposition de la plus haute impor- 
tance , démontrée, PO la première fois , par Jacques 
Bernoulti , et qui s’énonce ainsi : 

On peut toujours assigner un nombre d'épreuves tel, 
qu’il donneune probabilité aussi approchante de la cer- 
titude qu’on le voudra , que le rapport du nombre de 
FÉPÉRPLORS du méme évènement à celui des épreuves ne 
s’écartera pas de la probabilité simple de cetévenement, 
au-delà de limites données, quelque resserréés qu'on 
suppose ces limites. ” K: | 


le} 4) 
Pour le prouver, soit = la. probabilité d’un évè- 
mn 


nement À, p le nombre “x épreuves , qui fournirait 
m 


de évènemens de cette espèce, s'ils se répétaient 
mn | 


exactement d’après leur probabilité simple ; mais sup 
posons que le rapport, au lieu d’être précisément égal à 
———, soit seulement compris entre les fractions 
mn 

m m4 1, .M—I 


ets 
mn. m++in 


,-en sorte que sur le nombre p d’é- 


preuves il n’y ait pas plus de Lin p;ni moins de 
mn x 

m — 1 + 

Ag do p évènemens À ; et pour que ces derniers nom- 

bres soient entiers, faisons p =r (m + n). Hs devien- 

dront -respectivement rm +- r, rm —r; ainsi dans le 

développement de (mi + n)rmtrr, les ar + 1 termes pris 

depuis celui où l’exposant de la lettre #2, est rm + r, 

jusqu’au terme où cet exposant est 772 — r inclusive- 

ment, donneront toutes les chanc es pour les évènemens 
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dont la composition est renfermée entre les limites as- 
signées ci-dessus. Le plus grand terme du développe- 
ment se trouvera placé au milieu de ceux que je viens 
d'indiquer ; car leur ensemble pourra être représenté 
par 

mn... H emenn LM nnET, 


_Cela posé , il suit de la proposition démontrée dans 
le n° 31, que la somme des r termes compris entre 47 
et Z inclusivement, peut être rendue aussi grande que 
l’on voudra par rapport à la somme de r termes, pris sur 
la gauche de Z,, ou en allant vers le premier terme du 
développement. En effet, sil’on désigne par F,G, H,etc., 
les termes compris entre Wet Zen allant de Hà L, 
puispar P,.Q, R, etc., les termes qui précèdent Zen 
allant vers le premier terme m'"+", comme le rapport 
des termes consécutifs du développement dont il s’a- 
git, croît en allant vers la gauche, à partir de HZ (29), 
on aura 


1 


ME Slotaf 4 Pi: CG 
F< p: CS Q'H < RE 
d’où 
Me LF G H 
<P<SG<R etc. ; 


LT 
L 


mais il est évident que 


M. M, M 
ME DM F8 
Lo P+O+R+ec 


. M 
en substituant donc à T° dans le second membre’, 


Fi G je 71 
D) A: x CC, Qui surpassent tous —, 
L'ART D PEN 


les rapports 7 
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LA ORNE pe te : 

mi Pi * je 

PP+GO+SR+et 
P+Q+R+etc. « 
? A + . F G H tc. 

c’est-à-dire, <<. FF VER ee 


il en résultera + < 


11 suit de là que la valeeu de r qui rend E > c, ren- 


F+G+H<+Hetc. 
PH Q+HRE ete. ? °? 


dra à plus forte raison 


et 


F+G+H+etc. > c(P+Q+R+etc.). 
* 


Or, le terme A, affecté de mn", en a rn avant lui ; 
L, pris r places avant 47, a par cette raison rn — r ou 
r(n — 1) termes avant lui, qui pourront être partagés 
en n —1 groupes composés chacun de r termes dont la 
subordination sera la même que celle qui vient d’être 
indiquée entre les termes F, G, etc., placés sur la 
gauche de M jusqu’à L, et les termes P, ©, etc., 
placés à la gauche de Z, dans le groupe qui précède 
ce dernier. Si donc on prend c=— i{(n—1), ce qui 
donnera 


F+G+H+etc. >i(n—1)(P+Q+R+etc.), 


le premier groupe surpassera z fois le second pris(n — 1) 
fois, c’est-à-dire autant de fois qu’il y a de groupes, 
desquels chacun est plus petit que celui qui le pré- 
cède à partir de A : il est donc vrai que ce premier 
groupe surpassera au moins z fois la somme de tous 
les autres. | 

On prouverait de même, en posant c = ?(m—1), 
que la somme des termes pris depuis 4Z exclusivement 
jusqu'à L', surpasserait # fois les #2 — 1 groupes der 
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termes compris depuis L’ te dernier terme 


sur la droite du développement; si T Les i(m—i1): la 


somme des termes compris depuis L jusqu’à L’ inclu- 
sivement (sans même y faire entrer le terme M), sur- 
passera donc plus de z fois le reste du développement de 
(m + ny+rt, En désignant ce reste par R, et posant 
seulement £R pour la somme des termes depuis ZL jus- 
qu’à L' inclusivement, on aura 


AMI HN ee AE Am InntT. 1iR 
(mes {RTR; 
Sy z I 
ee = ——— nommer sud ] 
z I ‘ 1 
Hit Li 
A 


fraction qui approche d’autant plus de Punité, que 
est plus grand. Aïnsi la probabilité de n’avoir pas plus 
de r(m+- 1) et pas moins de r (m — 1)évènemens À, 
c’est-à-dire que le rapport du nombre des répétitions de 
Æ au nombre total des épreuves, demeure renfermé en- 
tre les limites 


A m+i de M—I 
m+n m+n 


approchera de l’unité aussi près qu’on voudra. 


35. Ces fractions, quoique déterminées en appa- 
rence, peuvent représenter des limites aussi resserrées 
qu’on voudra; il suffit pour cela de mettre à la place 
de m et de n des nombres de plus en plus grands, ce 
qui est permis, pourvu qu'ils soient dans lé même 
rapport que ceux des chances primitives (6) ; c’est-à-dire 
que, si l’on désigne par n° et m' ces derniers, on 
pourra faire m— sm, n=— sn; les limites ci-dessus 
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deviendront 


LA / 
m _ PL = 
sm + Hunt + + 


Sn) mn? mn) mn En 


on aura en même temps 


r(m+n) = rs(m+ n). 


On passerait , au contraire , à des limites moins res- 


L4 (4 


: + mr n , \ 9 C4 
serrées, en posantm——, nn ——, d'où il résulte- 
S 


rs 
rait à 
m +1. AA M—r M —Ss 
min mn min min 


et 


r(m+n) = ’ (m'+ n). 


36. Jacques Bernoulli applique ses formules au cas 
où m'—3, n — 2 ; il pose d’abord m = 30, n — 20, 
et cherche le nombre d’épreuves nécessaire pour avoir 
une probabilité au moins égale à 22° que le rapport 
du nombre de répétitions de 4 au Hombre des épreu- 
ves, sera renfermé dans les limites + et =. Dans cet 
ÿ. US il faut faire z — 1000; bsninbt alors, dans 
les formules du n° 31, £(n — 1) à c, pour les termes de 
M à L, ilen résulte 


lifn— 1) __ {2787536 
AIT l(m+r) lim EE FS RP 


rCm en) = q (+2) + = (m2 + n) << 24729; 


et posant c == 1(m— 1), pour ceux de A7 à E, il 
vient | 
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li(m— 1) __ 44623980 
2e M 211093 me 


r(m+n)=q(m+n) 4 je bah nas (me in) = Li . 3 


211, 


ce dernier nombre étant le plus fort, est celui 
qu’il faut adopter ; ainsi , en embrassant 25550 épreu- 
ves , la prapañhite des limites 5 et © surpassera 
1000 ‘ 

1001 


Jacques Bernoulli a déterminé aussi les nombres 
d’épreuves correspondans à des probabilités au moins 
10000 Lo oo 00 © Ac 


égales à 2%, La ; et, pour ces nombres, qui s’oh- 
tiennent en faisant 


Ê— 10000, == 100000, 
il trouve 


31258 et 36966; 


ce qui fait voir déjà que la probabilité augmente plus 
rapidement que le nombre des épreuves: celui-ci croit, 
dans l’exemple actuel, par des différences constantes et 


égales à 5708. 


37. L’accroissement de la probabilité avec celui du. 
“nombre des.épreuves , tenant à celui du nombre des 
termes dont se compose l'expression rapportée sur la 
page 99, à mesure que l’on embrasse un plus grand 
nombre d'épreuves, dépend du facteur r. Si l’on sup- 
posait ce facteur constant, et qu’on fit croître l’expres- 
sion rs(m' + n') par le tâctdur s, ce qui resserrerait de 
plus en plus les limites assignées à la distribution des 


évènemens simples, alors l'expression de la proba- 
; P 


bilité, ne renfermant toujours que le même nombre 
de termes, diminuerait de valeur, ainsi qu’on l’a 
dit dans le n° 32. Entre ce cas et le précédent , il 
en doit exister un dans lequel r et s variant à la 
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fois, et chacun de ces nombres croissant moins ra- 


pidement que celui des épreuves , la probabilité de- 
meure constante. * 


38. Si la probabilité que le rapport du nombre des 
répétitions de l’évènement Z au nombre des épreuves 
sera renfermé entre les limites 


m1 AL dm sm 1 SM — I 


nm+n m+n sm Lan + n°) 5 s(m 4 n'}2 


peut être rendue aussi approchante qu'on voudra de 
l'unité, à plus forte raison en sera-t-il de même 
de la probabilité que ce rapport ne sera pas moin- 
dre que 

M 1} SM — 1 

man s(m+n) 
puisque pour obtenir la dernière de ces probabilités, il 
faudra joindre aux termes employés à former la pre- 
mière, tous ceux qui précèdent am'"+rnm—r,  c’est-à- 
dire, comparer avec le développement de (m2 +n)"+", 
la somme de tous ses termes depuis le premier, 
m'etm, jusqu'à à'm'"'n'"+T inclusivement. 


: 


Conséquences de la Probabilité mathématique. 


39. J'ai exposé dans les Notions préliminaires, 
comment celle de la probabilité s’établissait dans motre 
esprit, par l'influence de la répétition des jugemens fa- 
vorables à la production du même évènement, influence 
à laquelle il est impossible d’échapper lorsque cette ré- 
_pétition a lieu un grand nombre de fois , en sorte qu il 
en résulte une probabilité mathématique très voisine 
de l’unité; et j’ai dit en même temps que le calcul 
rattachait à ce cas celui. d’une probabilité beaucoup 
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plus faible (5). C’est en effet où conduit la proposi- 
tion de Jacques Bernoulli (34), ainsi que l’a fait voir 
Condorcet, en discutant avec beaucoup de-sagacité, 
et des intentions bien louables , dans l’excellent dis- 
cours préliminaire de son Essai sur l’ Application de 
l'analyse à La probabilité des décisions, la nature de la 
probabilité. Il a réduit cette théorie aux trois proposi- 
tions suivantes ; 

1°. Sz la probabilité d'un dbbiens surpasse ?, il y 
a lieu de croire que cet évènement arrivera, plutôt que 
de croire qu’il n’arrivera pas. 

2°. Plus cette probabilité augmente, plus le motif 
de croire augmente. 

3°. Il-croît proportionnellement à cette probabilité. 
(Z'oyez pag. vij du Discours cité plus haut.) 


4o. La première découle immédiatement de la pro- 
position de Bernoulli ; car, puisqu’en multipliant au- 
tant qu'il sera nécessaire, le nombre des épreuves, on 
peut atteindre à une Déabilité aussi voisine de l’unité 
qu’on voudra, que le rapport du nombre des répéti- 
tions d’un évènement , au nombre des épreuves , sera 
renfermé dans des limites aussi voisines qu’on voudra 
de sa probabilité , il est démontré par là que si cette 
dernière est tant soit peu au-dessus de + , il deviendra 
aussi probable qu’on le voudra ; que le ‘nornbre de ré- 
pétitions de cet évènement surpassera la moitié du 

nombre des épreuves : ses répétitions seront donc plus 
fréquentes que celles de l'évènement contraire : on sera 
donc forcé de lui assigner une plus grande possibilité ; 
et le calcul, en la faisant dériver de la possibilité 
simple de l'étincnsants en appuie la conséquence $ 
c’est-à-dire la FRERE répétition du même évène- 
ment, sur une probabilité qu’on peut rendre de’ plus 
en A grande. 
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Concevons , par exemple, nn évènement dont la 
probabilité soit g 5 : ha la transformant dans la frac 
tion équivalente 5555 , On pourra, par le n° 36, calcu- 
ler le nombre d'épreuves suflisant pour porter à ooese 
la probabilité que cet évènement n ’arrivera pas moins 
- de-1009 fois sur 2000. Sa supériorité sur l’évènement 
contraire , quoique fort petite en elle-même, puisqu'il. 
n’a qu’une chance de plus en sa faveur dans un nombre 
total de 200 , sera néanmoins établie sur une probabi- 
litéégale à celle de tirer une boule blanche d’uneurne 
qui en contiendrait un million de cette couleur, etuné 
seule noire. | 
C’est donc sur un caleul rigoureux que sont fondées 
l’assertiôn par laquelle se termine le n° 5, et l’accep- 
tion donnée dans le n° 9, au mot probable. La circons- 
tance que ce mot exprime est en eflet bien digne 
de remarque, puisque tout partage inégal dans le 
nombre des chances d’un hasard quelconque , éta- 
blit dans la répétition des deux évènemens contra- 
dictoires une inégalité dont, à la longue, la pr oba- 
bilité peut appr ocher aussi près qu’on le voudra de la 
certitude, | 
La croyance commandée par une telle probabilité, 
établit donc la nécessité de croire à une probabilité 
beaucoup moindre , et fixe en même temps Te sens et 
la valeur du motif. si dans chaque épreuve considérée 
.à part, la probabilité d’un évènement l'emporte. peu, 
sur celle de son contraire, le motif de croire qu’il ar- 
rivéra plutôt, que de croire qu’il n’arrivera pas ; de- 
meure très faible; mais lorsque l’on considère d'avance 
un grand nombre d'épreuves, le développement de 
toutes les combinaisons qu'elles pi oduisent, donne de 
plus en plus aux ‘combinaisons où les Haye sim 
ples sont distr ibués dans des rapports approchans de 
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leurs probabilités, la supériorité sur toutes les au- 
tres. Le nombre des épreuves, et par conséquent 
presque toujours le temps , entrent donc nécessaire- 
ment dans l’évaluation du degré de confiance qu’on 
doit attacher à la probabilité mathématique. De là 
vient qu’il est contre la prudence de s’ exposer sans 
nécessité aux chances d’un hasard qu'on ne peut 
tenter un très grand nombre de fois. Cette règle, indi- 
quée par le simple bon sens, prend ici le caractère d’une 
vérité mathématique dont l’importance est fixée par le 
calcul, et fournira dans la suite les moyens d’appré- 
cier numériquement , et selon nos vrais intérêts , les 
diverses spéculations qu’on peut faire sur les évènemens 
incertains. 


41. La seconde proposition (39) suit naturellement 
de ce qui vient d’être dit. Le motif de croire à la pro- 
duction d’un évènement doit augmenter avec la proba- 
bilité de cet évènement; car lorsque celle-ci croîtra, 
il faudra moins d’épreuves pour obtenir une très 
grande probabilité que le rapport du nombre des ré- 
pétitions de l’évènement au nombre total des épreuves, 
ne tombera pas au-dessous d’une limite donnée ; ou, si 
l’on considère le même nombre d’épreuves et la free 
limite, 6n obtiendra une plus grande probabilité de 
cette limite ; ou enfin le nombre des épreuves restant 
le même , la même probabilité répondra à une limite 
plus élevée , c’est-à-dire qu’elle indiquera un plus 
grand nombre de répétitions de l’évèneément désigné, 
et par conséquent une plus grande possibilité dans sa | 
production , par suite de l'augmentation de sa Len 
bilité simple. è 


42. Quant à la troisième proposition (39), ellesemble 
assez évidente par elle-même dès qu’ona reconnu quele 
motif de croire à la production d’un évènement aug- 

3° édition. 5 
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mente avec sa probabilité, et qu’on admet que ce motif 
ést fondé sur la répétition des jugemens de possibilité 
(6,7). Elle peut aussi se déduire immédiatement des 
calculs de Jacques Bernoulli ; car 1°. puisque dans un 
nombre quelconque d’épreuves, le plus probable des 
évènemens composés est celui où chaque évènement 
simple se trouve répété proportionnellement à sa pro- 
babilité; 2°. qu’en multipliant les épreuves , on peut 
rapprocher autant qu’on le voudra de l’unité, la pro- 
babilité que le rapport du nombre des répétitions de 
cet-évènement au nombre des épreuves s’écartera de 
moins en moins. de sa probabilité, c’est-à-dire du 
rapport du nombre des jugemens favorables à sa pro- 
duction, au nombre total des jugemens portés sur 
tout ce que peut amener le hasard dont il s’agit (6), il 
est naturel de prendre ce dernier rapport pour mesu- 
rer la possibilité de l’évènement désigné, ou pour 
évaluer le motif de croire à sa production ; ét on yést 
forcé dès qu’on accorde l'influence qu’une probabilité 
très grande doit exercer sur notre opinion. 


43. C’est en considérant la liaison mathématique 
établie par les lois des combinaisons, entre la proba- 
bilité d’un évènement et le nombre de ses répétitions 
à mesure qu’on en multiplie les épreuves , que Jacques 
Bernoulli conçut le premier la possibilité de faire 
servir, d’une manière incontestable, l’observation des 
évènemens passés à la détermination des .évènemens 
futurs, et de. donner ainsi au calcul des probabilités 
un but bien autrement important,que.celui de régler 
la conduite des joueurs, pour lequel ilavait d’abord 
été inventé (*). Bernoulli compara les évènemens dont 


(*} C’est l’objet de Ta IVe Partie de P Ars conjectandi. Cet ou- 
vrage posthume, imprimé en 1743, contient déjà les principaux 
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la cause est inconnue ; aux tirages répétés dans une 
urne contenant un nombre inconnu de billets blancs 
et de billets noirs, mais qui demeurait le même, parce 
qu'après chaque épreuvé on remettait dans l’urne le 
billet qui en avait été tiré, hypothèse fondée sur :ce 
que le nombre total des évènemens naturels. pouvant 
être regardé comme infini ,.ne diminue pas sensible- 
ment par l’arrivée d’un petit nombre de ces évène- 
menus. Il se proposa en conséquence cette question : 
Chercher si, en augmentant sans cesse le nombre des 
observations , on faisait crottre la’probabilité d'obtenir 
le vrai rapport entre Le nombre de: cas dans lesquels 
un évènement peut arriver, et les cas contraïres ; en 
sorte que cette probabilité surpassät un degré de certi- 
tude donné (*)? I] retint pendant vingt ans dans son 
portefeuille, la solution de ce problème qu'il regardait 
<omme le plus difhcile et le plus important de ceux 
qu’on pouvait se proposer sur cette matière. Quant à 
son utilité , Les considérations précédentes me.semblent 
déjà suflire pour la niettre hors de doute ; mais Ber- 
noulli la portait encore plus loin , puisqu'il avait pour 
but, comme le montre l’énoncé ci-dessus, d’arriver à 
connâître la probabilité des faits d’après les observa- 
tions seulement, c’est-à-dire à posteriori, afin d’ap- 
puyer sur l’autorité du calcul les inductions qu’on peut 
ürer de la répétition des phénomènes. À la vérité, il 


\ 


- fondemens de la philosophie du caleul des probabilités; mais elle 


y est demeurée presque ensevelie, jusqu’à ce qne Condorcet lait 
appelée, perfectionnée et étendue. 


, (*) L'expression un degré de certitude , reçue faq le langage 
ordinaire, ne me paraît pastrès exacte ; mais Bernoulli s’en est 
servi comme équivalant à la probabilité, qui, étant expriméé par 
une fraction, tandis que Punité représente la certitude , est pour 
ainsi dire une portion de celle-ci. 


5... 


Les 


un. 
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confondait ainsi qu’on le Mine à seeonde section 
de ce Traité, la manière d'évaluer le s probabilités à 
posteriort, avec leur détermination à priori, ou par la 
connaissance des combinaisons ; mais la différence des 
résultats de ces deux procédés diminuant d’autant plus 
que le nombre des observations est plus grand, on 
peut se servir de ceux de l’un pour faire entrevoir 
ceux de l’autre. 

En effet, les formules de Bernoulli, montrant que 
dans une ob suite d'épreuves du même hasard, la 
distribution dés évènemens simples tend sans cesse à 
se rapprocher du rapport indiqué par leur pr obabilité, 
détérminent ainsi avec une probabilité de plus en plus 
grande, la condition de l’urne d’où sortent les évène- 
mens observés , et lient à des probabilités très voisines 
de l’unité les ét bretsés répétitions du même évè- 
nement ; en sorte que la croyance au retour de cet 
évènement est commandée par le calcul comme par 
l'habitude , mais alors sur des motifs de valeurs com- 


: 


parables. 


44. En insislané comme je viens de le faire, sur les 
notions précédentes de la probabilité, Cote crut 
devoir rappeler qu il n’y a pourtant « aucun rapport 

, direct et nécessaire entre la probabilité d’un évène- 
» ment et sa réalité » (voy.. p. x du Discours cité p. 63); 
et pour le prouver, il observe que quoique le sort eût 
déjà prononcé sur un évènement, il ne sortirait pas 
du domaine de la probabilité à à l'égard de toute per- 
sonne qui ne connaîtrait que la condition du jeu qui 
l’a produit, et qui serait restée dans lignorance du 
fait arrivé. Si, par exemple, d’une urne contenant 
10006 billets blancs et 1 noir, on extrait un billet, et 
qu'après en avoir reconnu la coblaur, on le replie pour 
le montrer à quelqu'un qui n’était pas présent au 
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tirage, cette peau ne pourrait affirmer autre chose 


sur ce billet, sinon qu’il y a une FrAbABNS 55 2 qu'il 
est blanc, et seulement une probabilité += qu'il est 
- noir; néanmoins l’un de ces deux évènemens est cer- 
tain pour les personnes qui ont déployé le billet en le 
sortant de l’urne : ainsi un évènement certain pour ces 
personnes peut n’avoir qu’une très petite probabilité 
pour la première. L’ignorance du fait introduit ici la 
probabilité à la place de la certitude, et laissant 
l'esprit dans le même état où il se trouvait avant la’ 
décision du sort, le jugement ne saurait être porté 
que sur la connaissance des conditions de l’urne. Mais 
ce que Condorcet n’a point fait remarquer, c’est que; 
soit qu’on fasse prononcer ce Jugement avant ou après 
les tirages , s’ils sont exécutés avec fidélité, la personne 
qui ne les aura pas vus aura toujours la mème proba- 
bilité de ne‘pas se tromper sur un nombre donné de 
jugemens, dans un nombre donné de tirages ; en sorte 
que la liaison de la probabilité avec la répétition des 
évènemens , conserve toute sa force dans ce cas comme 
dans les autres; et c’est vraiment sur cette liaison que 
reposent toutes les applications légitimes du calcul des 


probabilités. 


45. Avant de terminer ces'remarques, je rappeflerai 
que lorsque les diverses chances d’un'jeu sont rigou- 
reusement d’une égale possibilité , tant par la construc- 
tion des instrumens aléatoires que par la manière de 
s’en servir, les éyènemens passés ne sauraient avoir 
aucune influence sur les évènemens futurs. Si, cepen- 
dant , d’après des épreuves réitérées, on aperçoit une 
fréquence marquée dans l'apparition de certaines 
chances , il y a lieu de penser que la constitution de 
l'instrument, ou l'habitude de celui qui l’emploie, 
détermine cette fréquence ; mais la recherche de sa 
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probabilité rentre dans celle des probabilités à pos- 
tertort. | 
Lorsqu’ona lieu de soupçonner d'avance quelque iné- 
galité de ce genre, il est tout naturel d'attendre plutôt 
la répétition de l’évènement qu s’est offert le premier, 
puisqu'on doit croire plutôt à à l’arrivée du plus pro- 
bable qu’à celle de l'autre. Il n’est pas plus difficile 
d’apercevoir que toute inégalité entre les probabilités 
doit favoriser les répétitions du même : ce n’est là 
qu'une conséquence de la proposition dé Bernoulli, 
que le bon sens indique suflisamment;"mais |” appré- 
ciation de effet de cette inégalité se fait: d'une manière 
très simple, ainsi qu'il suit. re 

Soit e la probabilité exacte qu’aurait unévènement 4, 
d’après les conditions du jeu qui le produit, et e’ la 
différence en plus ou en moins entre cette probabilité 
et celle qui a lieu réellement; la probabilité d’amener : 
n fois cet évènement étant e", deviendra (e+-e‘)", si 
l'erreur -est par excès, et (eze’)", si c’est par défaut ; 
inais si l’on sait seulement que l'inégalité existe , sans 
savoir dans quel sens elle:se trouve, et qu’on regarde 
comme épalement probable qu’elle soit additive ou 
soustractive, on aura pour la répétition de l’évène- 
ment À, dans la première hypothèse ! Lee)", dans la 
seconde :(e—e’)", et pour la probabilité totale, 


Let 4e yen 4 Den-re 
és n(n — +! des “ His entre 4 uéte. , | 


développement dont tous les termes sont additifs. 
Ainsi cette probabilité surpasse là probabilité primi- 
tive e". On trouverait un semblable résultat pour la 
probabilité de Ja répétition de l’évènement contraire , 
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exprimée alors par le développeiens de 3 f—e)" 
5 (f + € CR 1 

L'augmentation qui a lieu dans ce cas pour r une et 
pour l’autre de ces probabilités est prise sur celles des 
évènemens composés du mélange des deux évènemens 
contradictoires : cela peut se voir aisément. Dans le 
cas de deux épreuves ; par exemple, la probabilité 26f 
d’ainener la combinaison 4B se change en 


2. a(é+e!) Fe .2 (e—e') UT de —=26f— 2e (*). 


Ÿ 


L 


Questions pour servir d exemples, de La bon tn 
à Or: des probabilités, 


. 


46. Montmort dans son 4nalyse des Jeux de hasard, 
et ensuite Moivre dans sa Doctrine of Chances (*), 
ont résolu un grand nombre de problèmes sur: les 
jeux de hasard ; mais il n’entre point dans le plan que 
je me suis has » de m’arrêter beaucoup sur.ce genre 
de questions, parce que la plupart exigeraient d’assez 
grands détails pour faire connaître les conditions des 
jeux qu’elles concernent, et que d’ailleurs une partie 
de ces jeux est passée de mode, ou inconnue à presque 
toutes les personnes qui chhsndent leur temps à lé- 
tude. Les,exemples que je crois nécessaire d’offrir à 
mes ete , seront donc des problèmes tenant à des 
combinaisons simples, ou susceptibles d’être énoncés 
en termes généraux , êt choïsis pour donner une idée 


(*) Ces dernières remarques sont tirées de la Théorie analytique 
des Probabilités, par Laplace, pages 185—186. 

(**) Le prés de ces ouvrages a ex deux éditions : la dernière 
est de 1713; le second ouvrage, écrit en anglais, à eu trois éditions, 
dont la Pesiiéee ést de 1756. ù S 
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des divers procédés de calcul employés dans. cette 
branche des Mathématiques. 

Soit proposé d’abord de déterminer la probabilité 
qu'en prenant au hasard dans un tas composé de mn 
pièces, on en Olera un nombre pair ou un nombre im- 
pair ? Cette question peut être donnée en exémple de 
la nécessité de se défier d’un premier aperçu. Ne serait- 
il pas naturel en effet de penser que sa solution ne 
dépend que de la quantité de nombres pairs et de 
nombres impairs compris entre 1 et m2 inclusivement? 
Si m était D, par exemple, comme il y aurait 3 nom-— 
bres impairs 1, 3, 5, et seulement 2 nombres pairs 
2, 4, on dirait que les probabilités sont pour les 
premiers et © pour les seconds ; et si m était égal à 4, 
comme on aurait alors 2 nombres impairs et autant 
de pairs, les deux probabilités seraient égales à 
ou +. | | 

Il n’en est pourtant pas ainsi ; car, en considérant la 
chose avec attention, on voit que c’est suivant les-di- 
verses manières dont elles peuvent se combiner les 
unes avec les autres, que les pièces d’un tas viennent 
sous la main, et non pas d’après les diverses manières 
de partager en deux parties le nombre des pièces de ce 
tas. Pour le montrer, nous désignerons ces pièces par 
les lettres a, d, c, d; elles pourront se combiner en 
nombre impair, soit 1 à 1 ou.3 à 3, ce qui fournira 
les 8 combinaisons 


a, b, c, d, abc, abd, acd,  bcd, 


et en nombre pair, soit 2 à 2 ou les 4 ensemble, ce qui 
fournira les 7 combinaisons 


ab, ac, ad, bc, bd, cd, abcd. 


Chacune de ces combinaisons pouvant tomber égale- 
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ment sous la main, il en résulte que la prb 
pour “get 4 un nombre impair de pièces est À, et 
seulement - pour un nombre pair. 

Méitcaènt si l’on se rappelle que les coefficiens des 
termes du développement de (æ+a}", à partir du 
second terme, donnent le nombre des combinaisons 
de m choses prises 1 à r, 2 à 2, 3 à 3, etc., on 
aura 
m(m—1) (m— 


2) v 
+ — Ra etc. — 7], 


pour la totalité des combinaisons en nombre im- 
pair, et 


m (m—1) a (m—92)(m —3) 


PRO RRDMRE TE TL EP: nu 


pour celle des combinaisons en nombre pair. Après 
avoir ajouté ces deux expressions , il sera facile de 
reconnaître, dans leur somme, tous les termes du dé- 
veloppement de (1+ 1)", à l’exception du premier ; d’où 
il résulte que 


éh = (HI) 20 —7. 
En retranchant la première de la seconde, on aura 
P—I—(1—1)"—1=—1, 
d’où l’on conclura sans peine 
2 Pom 1 : 


et par conséquent si l’on représente par € la probabilité 
d’ôter du tas un nombre impair de pièces, et mE LÉ 
celle d’en ôter un nombre pair, on aura 


"I 


Aa 


——_—— 


, ee e. 


2 — ] 2— 1 
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La première de ces probabilités surpasse toujours la 
seconde , mais leur limite commune est +, lorsque le 
nombre m est supposé infini. Les calculs précédens 
sont tirés d’un Mémoire que feu Bertrand, de Genève, 
a présenté, en 1786, à l’Académie des Sciences de 
Paris , et qui n’a pas été imprimé ; la question se résout 
aussi par le calcul des différences. Voyez la note II, à 
la fin du présent Ouvrage. 


47. Les probabilités simples des chances de la loterie 
de France ne dépendent que des coefliciens des 2°—6° 
termes du développement de la puissance du binomne ; 
et le calcul en est si aisé, que je ne m’y arrêterai pas 
ici, devant d’ailleurs y revenir pour comparer les 
mises avec les gains : voici sur la même loterie un pro- 
blème dont la solution est un peu moins facile. 

A chaque tirage il sort 5 des 00 numéros contenus 
dans la roue : la POUCRAE de la sortie d'un numéro 
donné, est donc ?- ou —; on a mis sur 2 numéros , on 
demande la probabilité qu’il en sortira au moins 1? 
La réponse n’est pas +; car sur ce nee en ne prenant 
que 18 numéros, on arriverait à +, ou à la certitude 
qu’il en sortirait 1 des 18, ce qui est absurde : mais _ 
un tirage étant une combinaison de 5 quelconques des 
90 numéros de la loterie, peut avoir lieu de 


90.89.88: 87.86 
De 


manières, 


parmi lesquelles on a en sa faveur toutes celles qui 
renferment l’un des numéros sur lesquels on à mis, 
ou tous les deux. 

Pour former les premières ; il faut-prendre les com- 
binaisons 4 à 4 des 88 numéros différens de ceux sur 
lesquels on a mis, et y joindre alternativement chacun 
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de ces derniers, ce qui donnera 


88.87.86.85 


combinaisons favorables ; 
_ 1.3.3.4 


DE ensuite les combinaisons 3 à 3 des 88 numéros 
déjà indiqués ; pour y joindre à la fois les deux sur 
lesquels on a mis, on aura encore 

88.87.86 


ne combinaisons favorables ; 
1.2. 


divisant la somme des deux dernières expressions par 
la première, et supprimant les facteurs communs au 
dividende et au diviseur, on trouvera 


85 ab ul de L:-87 ; 
9.89 9.89 9.89 or 9 


48. En raisonnant de même sur une loterie composée 
de p numéros , dont il en sort g à chaque tirage, pour 
obtenir la Dro ablité que sur s numéros désignés, il 
en sortira £, on formera d’abord l'expression du 
nombre des combinaisons des p—s numéros restans, 
pris en nombre qg —t, et qui sera 


CHENE Jueh 2) ...[p—s— (g—2 +1] 1, 
1.2.93c...(q—t) 
considérant ensuite que les s numéros désignés, pris 
en nombre t, peuvent se combiner de 


S(s—1)....(s—t+r) 


PE ANS PPT: 


manières , on multipliera cette dernière expression par 
la précédente, pour obtenir le nombre de chancés fa- 
vorables à l’évènement désiré. Quant au nombre total 
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des chances , ce sera celui des combinaisons que don- 
nent les p numéros dont se compose la loterie, pris en 
nombre g, c’est-à-dire 


(PE Ds. (PTT ET), 
RCE NET", 


la probabilité cherchée sera donc 


ps (ps) ospis— (ge »] 
1.2.3....(g—t) 


1 À Ca L ..:(S—t+ 1) ti Late 3....9 
PRE TN PRET p(p—1)....(p—g+1) 


formule qui peut se réduire, en supprimant les fac 
teurs 1.2.3..,(9—+), dans le diviseur et dans le di- 
vidende. 

Si la question ne portait pas sur la sortie d’un 
nombre précis de numéros, mais seulement sur ce 
qu'il n’en sortit pas moins d’un nombre donné k, il 
faudrait alors mettre successivement à la place de t les 
nombres 


h,h+ri,h+o,.... 


jusqu’à gs s>gq, ou jusqu’à s, dans le cas con- 
traire. 


49. Supposons, par exemple, qu’on ait pris 18 nu- 
méros; en suivant la marche tracée précédemment, 
on trouvera sans peine les probabilités ci-dessous : d’a- 
bord qu'il ne sortira aucun de ces numéros, 


72.71.70.69.68 1:2,5/449 


1.2.3.4.5 Gor 60 EE nu8e à: ADR 


ou qu’il en sortira 
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72.71.70.609 18 1,2.3:409 


not ANR X + X 90.80.88.87.86 4213, 
ne DAS À En ds 90 RE g6 2076, 
3... Ex x gs 00476 
4. 7x Here * go ne ler ig 
gite 18.17.16.15.14 22,8... PIS à 


T.2.3.4.5  ”° 90.80.88:87.86 


la somme des cinq dernières probabilités, ou, ce qui 
est plus simple, l’excès de l’unité sur la première, égal 
à 2, donnera la probabilité qu’il sortira au moins 
1 des 18 numéros choisis. 


5o. Huygens, l’un des premiers géomètres qui se 
soient occupés du calcul des probabilités, a terminé 
l'écrit intitulé de Ratiociniis in ludo aleæ (Opera 
varia, tome IV, page 727) par cinq problèmes , pour 
quatre desquels il n’a fait qu’indiquer les nombres de 
la solution, et dans le second, il n’a rien ajouté à l’é- 
noncé que voici : 7 rois joueurs À, B,C , ayant réuni 
12 jetons, dont 4 sont blancs et 8 noïrs , conviennent 
que celui d'entre eux qui, les yeux bandés, tirera le 
premier un jeton blanc, gagnera. C’est À qui doit 
tirer le premier, B le second, et G le troisième; on 
demande la probabilité que chacun a en sa faveur ? Cet 
énoncé a présenté deux sens différens à Montmort et à 
Moivre (*). Le premier croyait que le jeton tiré devait 


(*) Voyez l’ Analyse des jeux de hasard de Montmort, page 364, 
les Miscellanea analytica de Moivre, page 199, et PA4rs conjec- 
tandi de Jacques Bernoulli, page 57: 
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être remis chaque fois au tas , afin que les probabilités 
restassent les mêmes dans toutes les épreuves. Moivre 
pensait le contraire; et dans ce sens, qui complique 
un peu la question, il l’a résolue fort simplement 
au moyen des probabilités composées : c’est ce qu’on 
va voir. | 

Soit »# le nombre des jetons blancs et 7 celui des 
jetons noirs. Au premier tirage, où le nombre des jetons 
de chaque espèce est complet, il y aura pour la sortie 
d’un jeton blanc, ce qui fait gagner À, la probabilité 

HER la sortie d’un jeton noir ,—"— .. 
mn , et pour las ] le Ni 
” Cette dernière probabilité sera aussi celle du second 
tirage, dans 1squel le nombre des jetons noirs, di- 
minué de celui qu'a tiré le joueur 4, sera réduit 
à n—1. En conséquence, les probabilités dans ce ti- 
rage seront 


m 
Serre 
TN 1 
mHn— 1 


d'amener un the blanc, 


d’amener un jeton noir ; 


il faudra les multiplier par la probabilité particulière 
du tirage pour avoir celles des deux évènemens qui en 
résultent (16), et cela donnera les probabilités 


Let 


mn om 


m+n MmÉn—i1 


en faveur de B. 


71 1 MAI 
| contre B, ou celle du 3° tirage. 
Mn Thé pl . 
Si. B amène un jeton noir, il n’en restera plus au tas 
que n—2; et en raisonnant pour ce tirage comme 


pour le pr écédent , on trouvera les probabilités 
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N(T—1 de > 
APE Loi huis 4 VAR Liu en faveur de €, 
{m+n)(m+n—1) m+4+n—2 

1—] There 2 $ : 
as mp. Contre C, ou celle du 4° ti- 


(mn) Om+n=—1) ‘m+n 

rage. Si € n’amène qu’un jeton noir, À tirera de nou- 
veau, du tas où le nombre de jetons noirs sera ré- 
duit àn—3:il aura donc la probabilité 


n(n—1)(n—2) m 
(m+n) (m+4n-—1) (mn+n—2) LE 
n(n—1)(1—2) n— 


(m+n) (m+n=3) (m£n—2) es n—3 


de gagner, 
T3 de ER 


* En continuant ainsi, et pour abréger faisant mnt, 


on formera la suite 


m mn mn(n—1) 
MT PE) NEA (ral 
mn(n— 4) (n—2) mn (n—1) (n—2) (n—3) 


E(i— 1) (é—2) 3) Ki) (2) (3) (CL) 
mn(n—1)(n7—2) (n—3)(n—4) 


LG 1) (2) (3) (4) —5) 


» CiC., 


dans laquelle les 1°°, 4°, 7°, étc., termes expriment les 


probabilités en faveur du joueur À, les 2°, 5° 8°, ete. 


| les probabilités en faveur du joueur B ; enfin les 3° 


6°, 9°, etc.!, les probabilités :en faveur du joueur C. 
Le jeu finit au plus tard lorsque le nombre des jetons 
noirs, est épuisé ; puisque alors il n’y à plus d’incerti- 
tude sur celui des joueurs qui doit gagner, | et la pro- 
babilité totale pour chaque joueur se forme en ajoutant 
celles qu’il a dans chaque tirage. Le,calcul des termes 


de la suite indiquée devient très facile quand. on rap- 


porte chaque terme à celui qui le précède ,.comme je 
J'ai fait dans le n° 33. ent 
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Les nombres proposés par Huygens donnant 
MISNINUINRSS D, JEU: 
on trouvera pour le joueur 4 la probabilité 
8.7.6 8.7.6.5.4.3 

4 sù # 8.7 À 4 7 sr 5 
12  12/HL.40.9 7 32,11.10.0.6.7. 

pour le joueur 2, la probabilité 


ABLE Lite bu 8.7.6.5.4.3.0 


IRD A2 UN DSP ARLrS 11.10.9.8. 7.6.5” 


‘pour le joueur €, la probabilité 


4 8.7 4 8.7.6.5.4 4 8.7.6.5.4.3.2.1 
FAUNE 12 11.10.9.8.7 12 11.10.0.8.7.6.5.4" 


Réduisant toutes ces fractions au dénominateur com- : 
un le plus simple qu’elles puissent avoir, les sommes 
ci-dessus deviennent respectivement 


79. (5-68) (AR 
165” 165” 165” 


et en les ajoutant on trouve l’unité, puisque les pro- 
babilités qu’elles expriment renferment tout ce qui est 


possible. 


5r. Les épreuves répétées que suppose le problème 
dont jé viens de rapporter la solution, se rapportent 
à celles que j’ai considérées dans le n° 21; le 
nombre des chances diminue à chaque épreuve. Ce. 
genre de hasard ne peut être assimilé au jet des dés : 
il revient au tirage dans une urne où l’on ne remet | 
point les boules qui-en sont sorties. Les formules qui, | 
dans cette hypothèse, remplacent le développement 


des puissances du binome m+n, sont assez remar- | 
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quables pour trouver place ici. 

Soit une urne contenant 2 boules blanches, n Poules 
noires ; si l’on désigne par À la sortie d’une boule 
blanché , par 2 ces d’une boule noire ; que pour 
abréger on fasse mnt, et que ont ait;-soin, 
après chaque tirage , d’ôter 1 tant du nombre total des 
boules que du nombre de celles qui-sont de la cou- 
leur supposée sortie à ce tirage, on trouvera pa le 
principe des probabilités composées, les suivantes : 

Au 1° tirage, 


.m & n | 
pour À, T2 pour B, pe ” si 


. à 
Au 2° tirage, 


on 4 Ra pour AB, 
au 3° tirage, | 
pour AAA, , Part Di 
| | ABA, RE 
PS TR ad em, 


(Te (—2). 


L'examen attentif de ce petit nombre de itties 
suffit: pour faire connaître la loi suivant laquelle se 
composent toutes les probabilités des diverses succes- 
sions des évènemens 4 et B. Ici, comme dans le n°21, 
les coefficiens s’introduisent ane les successions mé 


3° édition. bd : 
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langées, dès qu’on fait abstraction de l'ordre des évè- | 

nemens : la probabilité d’obtenir 2 évènemens 4 et 

0e LE Perd m(m—i)n 

1 évènement B., par exemple , sera 3 =: 
ANPOOREMRRONPA + FT) (5) 

‘ D’après cette observation ; on verra facilement que 

la probabilité d'obtenir, dans un nombre p d'épreuves, 

pag évènemens À, et. évènemens B , sans distinction | 

d’ordre, sera exprimée par j | 


POEDADEL ER LS q 
m(m—1).….[m=æ(p=9)+1)Xn(r-r)... (gr) æ) 
t(i—r). ss... (i—p+1) | 


2. La théorie des permutations et des combinaïsons: 
est, comme on l’a dû voir dans la plus grande partie 
de ce qui précède, un des moyens les plus féconds pour. 
résoudre les problèmes concernant le calcul des proba- 
bilités. Cette théorie, servant de fondement à la dé- 
monstration la plus élémentaire de la formule du bi- 
nome de Newton, se trouve dans les ÉZémens d’ AI- 
gèbre; mais on n’y partage qu’en deux groupes la tota- 
lité des lettres dont on cherche les arrangemens divers; 
et pour s'élever à toute la généralité que le sujet com+ 
porte, il faut, déterminer ce qui doit arriver lorsqu'on 
| partage en un nombre quelconque de groupes, le nom-| 
bre delettres donné. Les formules propres à cette dé- 
termination se trouvent dans le développement des: 
puissances des polynomes. / , 

En raisonnant sur les produits des trinomes 

dE OE d', at +0" Æet, at 4 DE ef, ete!) 


+} Gatte. formule a. été indiquée par, Laplice, dausiles, Hé 


moires des Savans étrangers, t. IV, page 623. 


L° 


o 
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comme on l’a fait dans le n°gx , sur ceux des binomes 


mLn, m'+n, m We ñn', étet, 
on verra, par les lois de la multiplication, que ces pro- 
duits comptéttiént tousles arrangemens qu’ on peut faire : 
des lettres 


À 0 6 D 05 ©, d'p 07, Cr ete. 

en en prenant une AE chaque facteur du produit. Il 
suit de là que si les lettres a’, 4’, c’, a", etc. , dési- 
onant respectivement le ATTEE de chances qui amè- 
nent les évènemens 4, B, Cala 1”°, à la 2°  àla3°,etc., 
“preuve, un produit are a'b"c"b!", par exemple, 
féra connaître le nombre de chances qui répondent à 
la succession d’évènemens simples désignée par ABCB. 

Quand on supposera que 


; 
' 


f=a"—a"... —a, b'—= ‘is D"... db, 6 cc"... 6, 
le produit 
(a+ b' He") (a" + + c”)(a" + b" + c") etc... 


se changera dans le trinome a Æ b + c élevé à uné 
puissance marquée par le nombre des facteurs, ou, ce 
qui est la même chose, par celui des épreuves; un termé 
quelconque de ce produit, a’ b" c" bY devenant ab, se 
trouvera répété “tar de fois qu’il est possible de for- 
mer des produits différens contenant les lettres a ét c ! 
1 fois chacune, la lettre b 2 fois, et soumises alternati- 
vementaux accens”, ”, 7, ‘...., portés jusqu’au nanebre 
marqué par celui des HS CHTUEE 

Soit » ce dernier nombre; l’expression du np. gé- 
néral du développenient ê (a + b + c)''étant, 

6... 


/ 
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| à | 


NU ET | à 
—— —— œbic! gen ( 
1.2...) XX Tag DC Te BeeiT absc?, si p +4 n (*), 


on a pour le terme ab°c, . 
y n=4, pP=1i, 922, Ti; 


ainsi le coefficient de ce terme est r2. 
” Si donc on fait abstraction de l’ordre dans la succes- 
sion dés évènemens , le terme 12ab°c, dans le dévelop- 
pement de (a+ b+c)t, exprimera le nombre de chan- 
ces pour obtenir, en 4 épreuves, les évènemens 4et C, 
chacun 1 fois, et l'évènement B, 2 fois. | 

Le coefficient 12 , provenant de la réunion de ter- 
mes contenant 4 facteurs différens qui peuvent se par- 
tager en 3 classes, savoir, celles des a, celle des b et 
celle des c, indique, dans la réunion de ces termes 
qui laisse subsister les classes , le nombre de manières 
de partager 4 choses en 3 classes ou groupes, dont 
1 est composé de 2 de ces choses , et les 2 autres 
de r seule. : 

De même le terme général 


1,2. e vevt 
aPbic' 
1.2...D XX 1.2... XK 1.2.7 ‘ 


exprime le nombre de chances pour obtenir sur un 

nombre p+g + r d'épreuves, p évènemens À, q évè= 

nemens 2, r évènemens C; et le coefficient qui multi 
plie æbic', indique le nombre de, nanières de distri= 
buer p + g + r choses en 3 grôüpes, dont le 1‘ en 
comprenne un nombre p, le 2° un nombre g et le 3° un. 
nombre r. ! . 


(*) Voyez le Complément des Élémens d'Algèbre, ou bien | 
VIntroduction placée à la tête du premier volume du Traité d 
Calcul différentiel et du Calcul intégral. 
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53. Cette dernière proposition se prouve directe- 
ment , en observant que p + g+r choses peuvent 


être cohibinées P à P) en un, nombre de manières, 
égal à 


(p+g+r) VASE TEUEN EE 


PR dej da su 


et qu'en ôtant p choses sur p + g + r, il en reste g9+r 
qu’on peut encore combiner entre elles en nombre q; 
d’un nombre de manières égal à 


| GED +r= ms n, 
FE sea ET 


on aura donc en tout un nombre 


(p+g+r) (p+qg+r—i)., ri) 
Fadlie DCR EMI 


de manières d’ôter de la totalité des p + 9 + r choses, 
deux groupes, le 1°* contenant un nombre p et lé 2°un 
nombre g de ces choses. Si l’on écrit au numérateur et 
au dénominateur de l’expression ci-dessus, les' facteurs 
DE IR OCT et qu’on y change p+g+renn, ôn re- 
tombera sur la formule du n° précédent. 
On aurait les arrangemens au lieu des combinaisons, 

si l’on supprimait les dénominateurs. | 


54. En général, tout ce qui regarde les épreuves ré 
pétées pour un nombre quelconque d’évènemens sim- 
ples, est compris dans le développement des puissances 
d’un polynome formé de la somme des nombres qui : 
expriment les chances d’où résulte chacun de ces évè- 
nemens.# 

* Si l’on pose p + g +r4+s+1i=n, le terme gé- 
:néral du développement de (a + b he + d+ AE 


étant 


je 
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"} ! | | Fr FA a Ai] 78. Ve 


RRQ PRO EUMEEN TE 7" — atbtcïde”, 
res g.2+29 TA 2. !S.1.2.. 


donne le taie des chances qui peuvent hp ed V’é-, 
vènement composé d’un nombre p d’évènemens 4, 

| C'RORTARE À de À 
MIRE: CA 
OS TE LA 


Lt 
à * 


là probabilité de cet évènement composé s’obtiendra 
donc en divisant l’expression ci-dessus par. ...7..... | 
(a+ b+ c4+d+'e)", nombre total des chances. 

IL suit de là que pour avoir immédiatement cette 
probabilité, on peut substituer auxlettres 4, d, c, d, ee 
qui marquent le nombre des diverses espèces de chan- 
ces dans une épreuve, les probabilités simples qui en. 
dérivent. . 

Le plus probable des » Fer composés que peut: 
amener le même nombre d'épreuves, est encore celui 
dans, lequel les évènemens simples entrent proportion 
nellement à leurs probabilités respectives. Si, par 
exemple ; On ne considère que 3 éyvènemens cables: 
et. qu’on fasse n —=m(a + b +. c), il sera facile de 
voix que le plus grand terme du développement de 
(a + b+c)"G+5+c), est, le terme affecté de.arcbmbore : 
ear en faisant d'abord b. + ec = 8, et développant 
(a + ACTE on aura pour le plus grand terme, çer, 
lui qui est affecté de ag" À (29); mais ilpeut se dé- 
velopper à son tout en substituant à 8% le déve- 
lopperent dé (8 + eÿ"b +0 Gont le plus grand 


terme est celui qui est affecté de pb M6 : ainsi Le plus. 
[ui € | P 


grand terme du produit a"tg"Ë sera celui qui est 


affecté de a”pbeme 
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55. Pour donner une idée de la multitude à la 
quelle peut s'élever le nombre des combinaisons, lors 
mème que les élémens n’en sont pas très notibteux., je 
vais chercher en combien de manières les 32 cartes 
d’un jeu de piquet peuvent se distribuer entre les deux 
joueurs, qui, comme l’on sait , en prénnent d’abord 
chacun 12, etentre les deax paquets qui forment le 
talon, dont l’un contient Scartes et l’autre 3. Le nome 
bre demandé étant le coefficient de a"b'2543 dans le 
développement de (a + b ouate “+ d}#, a pour 
expression “ 

1.2.3....3 
int ss œil à re 8 ve Tir 


K Lbe-1f 4 


Eny supprimant par ordre dans le numérateur, tous 


les facteurs qui composent le dénominateurt , “elle sér'a 
| réduite au produit 


2153240. 7°:133.+7: de dpt 
— 1 92 814 947 068 800. | 


Sil’on suppose quesur lenombrèder7o 000 000 d’in- 
dividus, auquel on évalue la population de l'Europe , 
il y en ait la 106° partie qui sache le jeu de piquet, 
et qu’elle se partage en couples pour s’y livrer éxclusi- 
vement, on trouvera que chacun des 850 600 couples 
devrait jouer, Pour sapart, plus de 1 873 899 937 coups. 
On fait sans peine 24 coups dans 1 heure, ce que en 
donné 576 pour 1 jour, et 210 384 pour 365 ; jours ? (ou 
an); $i, par Conséquent, on divise 1 873 899 034 pat 
210 384, le quotient, qui surpasse 8907, indiquera le 
nombre d’années pendant lequel chaque couple devrait 
jouer sans interruption, pour épuiser tous les arran- 
gemens possibles, sous la condition, toutefois, qu’au- 
cun arrangement ne serait répété. L'usage des cartes à 
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jouer ne paraît pas remonter. plus haut qu’à l’an- 
née 1392, où on le voit servir à l’amusement du 
roi de France Charles VI, pendant sa maladie : on doit 
donc regarder comme certain que toutes les combinai- 
sons que.peut fournir ce jeu ne se sont pas encore pré- 
sentées. Au reste, céux qui le connaissent savent “bien 
qu'il ne faut pas hfondye le nombre de combinaisons 
avec celui des coups essentiellement différens, qui est 
beaucoup moindre (*). 

56. C’est au développement des polynomes , que 
Moivre ( Miscellanea analytica, p. 196), réduit 
la question de déterminer la probabilité d'amener un 
point donné , avec un nombre donné de dés. Pour sui- 
vre sa marche , représentons par 7 le nombre de ces 
dés, par m.celui des numéros dont chacun est marqué, 
en commençant à 1, par p + 1 le numéro qu’on dé- 
sire amener, et considérons la formation du dévelop- 


PHP HP... +R, 


par la multiplication des nr facteurs égaux à 


SEP HP Ep" 


qu ”l ten D'après ce procédé, il est la réunion de 
pr oduits partiels composés de facteurs de la forme 


à ff, f?,.... en nombre n ; 


et pour l’ordonner suivant les puissances de f, il faut 
rassembler tous les termes où la somme des exposans 
est la même. Il suit de là que le cocflicient du terme 


pour lequel on aura 
sBttlor cal 1 


indique le nombre de manières de former le pointp +1 


pement de 


(*) Voyez Doctine cf Chances, page 184. 


Lo 
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avec x nombres pris depuis 1 jusqu’à AE et déniira la 
solution du problème proposé. 

La recherche de ce coeflicient , qui serait assez difli- 
cile par la formule rapportée dans le n° 54, se simplifie 
beaucoup à cause de la forme particulière du poly- 
nome à développer®#tEn effet, comme 


HP +S*.…. = SOLE S + Nm) à 
et qu’on a vu dans les Ë lémens d’' Algèbre que 
1H HP = Re ; 
il s'ensuit que le développement qu il faut effectuer re- 
vient à celui de | 
FACE A ed ÉCRIT TRE RS 1— f)T* ; 
Pi EE PU nf ON 1 Pr 


or 


( i — fnyr — | pre RL fe 


nt teen as 
( + LS 


1.2.3 
Gn= ++ ces Ed) 
+ F5 + etc. 


n(n + SEA de 2) 
1.2.9 

En mettant à part le premier facteur f", il restera 
à trouver dans le produit des deux autres, développés 
ci-dessus, les termes qui sont affectés de f? +—?; pour 
cela on prendra d’abord dans la série inférieure le 
terme affecté de fP+1—", pour multiplier le premier 
terme 1 de la série supérieure; puis on reculera dans 
la seconde série jusqu’au terme affecté de fP+1=n—m, 
pour multiplier le terme affecté de f" dans la pre- 
mière série ; et continuant ainsi de rétrogader de "7 
termes dans la série inférieure, pour avancer de 1 terme 
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dans la série supérieure, on obtiéndra, pots le coefli= 
cient cherché, 


QAR # 1)..pD _n(n+1)..  érin <Ë 
1.2...(p+in) La 4 AE 
+ AA RD ET), n(n CE) ce 
1.2... (p+i—n—02m) 72 de 
série qu’il faudra continuer tant qu’on ne rencontrera, 
dans les produits indiqués, aucun facteur qui soit nul 
ou négatif. 

On lui fait prendre une forme plus élégante, en ob- 
servant que ip +1—n>n— 1, oh peut suppri- 
mer dans le premier terme, comme se trouvant à la 
fois au numérateur et au dénominateur, tous les fac- 
teurs depuis p + 1 — njusqu’à n — 1, et lesintroduire, 
au contraire, si p +1—n<n—1. Avec cette atten- 
tion et en renversant l’ordre dés facteurs, le premier 
terme devient 


p(p=1)., pue 
1.2:3...(7—1) : 


ce qui met sur la voie des changemens analogues à 
fairé dans les autrés; et si, pour abréger, on pose 
pmæ=p, p—2m—=p", p—3m—p", etc., 
on obtient la formule | 
pra)... (p—nt 2) 
1.2.3.,.:(7—1) 


LL Ps (pen 2), 0 


4 


1.2.3...,(n-—1) 1 
p'p'= ie (pre) nf a) 
+ 1.284 Ans FL 1.2 
= pans). (pl 2) yen 1) (n— 2) 
1:2:3:,.:(R-—1) % 143.9 


+ etc., 
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semblable à celle de Moivre. En J’appliquant, comme 
lui, à chercher le nombre de manières d’amener le point 
16 avec 4 dés ordinaires, on doit prendre 


n=4, m=6,.,p=15, PQ PF du 
ce qui donne & 


15.14.13  9.8,7 4, 82.1 4.3 
Le 248 FRE NTRA si 


{ 


Ce nombre étant divisé par 6f — 1296 , qui marque 
celui de toutesles chances possibles dans le jet simultané 
de 4 dés, on aura la probabilité 2%, 'environ --, d’ame- 
ner avec ces dés le point 16. 

En ne supposant que 3 dés, et cherchant le nombre 
de manières d’amener les RM 3, 4, 5, 6, 7, 8, get 
10, on prendra successivement pour p, À rad des 
nombres 


2, 9) 4, 5, 6, 7 8, 9; 
et, par ces valeurs, on trouvera les suivantes : 
20.110 8590:20 


dont la somme 108 est moitié de 6 — 216, nombre 
total des chances : il est donc également probable, 
avec 3 dés, d’amener dans un seul jet un point 
inférieur à 11 ou supérieur à 10. Cette remarque est le 
fondement du jeu nommé passe-dix. 


57. La recherche de la probabilité que tous les nu- 
méros d’une loterie seront sortis après un nombre 
donné de tirages, problème qu’Euler et. Laplace ont 
résolu par des moyens différens, offre, dans un énoncé 
simple, une question curieuse. 

La considération du polynome y serait applicable 
aussi; mais ne me paraissant pas devoir mener facile- 
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ment à la solution générale, je vais passer à l'ex 
plication de la formule donnée par Euler (Opuscula 
analytica, t. IT, p. 333). On trouvera dans la note II 
la solution de Laplace. 

Soit m le nombre des numéros dont se compose la 
loterie, et dont il en sort i à chaque tirage; on demande 
la probabilité que tous seront sortis dans n tirages ? 

Les chances égalément possibles dans un tirage sont 
toutes les combinaisons qu’on peut faire des mnuméros, 
pris en nombre z: celui de ces chances aura donc pour 
expression 


à Ci 4? RAA ct 1 à 
1.2.3 


Désignons-le, pour abréger, par P,, afin de pouvoir 
représenter par Pn_1, Pm-a, etc., ce qu'il devient 
quand on y change men m—I1,mMm—2, elc.; et pour 
éviter toute confusion, substituons M lettres a, b, 
c, d, e, etc., aux numéros de la loterie. Cela posé, 


n tirages donneront (P,,)" — P? arrangèmens des 


premières chances prises n à n, parmi lesquels se trou- 
veront compris, tant ceux qui contiennent toutes les 
lettres, que ceux où il en manque quelques-unes ; ; la 
question se réduit évidemment à soustraire ces derniers 
du nombre total, pour arriver à l'expression du nombre 
de ceux qui Fennlisent la condition du problème. 
Ilest d’abord évident que les arrangemens qui ne con- 
tiennent pas une lettre désignée, a par exemple, se trou- 
veraient tous dans une loterie formée des m3 — 1 lettres 
restantes; qu'ils sont par conséquent au nombre de 
P" 


Ty 1 ? 


et qu’en exceptant ainsi chaque lettre à son 


tour, on aura déjà mf°_, arrangemens à ôter de 


| 
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P", ce qui donnera < 


. 


. m m—1° 


P" nee e P" 


; 
ÿ 


Mais il faut observer que parmi les arrangemens qui 
ne contiennent point la lettre a, se trouvent ceux qui 
ne-renferment en même temps ni a, ni b, qui de même 
se, trouvent aussi parmi les arrangemens ne renfer- 
mant point d: chacun de ceux où il manque 2 lettres 


a donc été retranché 2 fois, lorsqu’on a êté de P° les 


arrangemens où il manque une lettre; or, les pre- 


m(m — 1) 


miers, qui sont au nombre de RAR SCT P°_,,n’au- 


raient dû être retranchés qu’une seule fois : il faut 
donc les ajouter r fois à t’expression formée ci-dessus, 
et l’on aura 


m mm — 
P” AT P” + ( ) 4 ‘ 

m 14 M— 1 1.2 mn 2 

Les arrangemens où il manque 3 lettres, a, D, €, 
par exemple, ont été retranchés d’abord 3 fois ; 
savoir , avec ceux où 4 manque, où à manque, où 
c manque ; ils ont été ensuite ajoutés 3 fois ; savoir, 
avec les arrangemens où a et à manquent en même 
temps, ou bien aetc, ou bien à et c. Si on les a ôtés 
d’un côté 3 fois, on les a remis autant de l’autre; il 
faut donc les soustraire de nouveau, et leur nombre 
we 1 TND = ] IN = 2 4 
étant Sr P,,_3, on aura, après cette 
opération , 


“ 
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m(m — 1) 
1.2 "73 


Ph Pr + 


__m(m—1)(m— 2) 
n 2.3 Ps 


Passant aux arrangemens où il manque {4 lettres, 
on vérra de même qu’ils ont été retranchés 4 fois 
avec ceux où il marque r lettre, ajoutés 6 fois avec 
ceux où il manque 2 lettres, et retranchés { fois 
avec ceux où il manque 3 lettres: ayant donc été re- 
tranchés 2 fois de plus qu'ils n’ont été ajoutés, il 
faut les: ajouter encore 1 fois, et leur nombre étant 
m(m — 1)(m — 2)(m — 3). P; 


AT PE F5 il en résultera 


Pr Paie 1.5 #7 Russ 
__ mm 1)n—2) pu 
1.220 di 
mm — x)(m — 2)(m — 3 
Dm RD pe 
2.3.4, rt 
La loi de cette expression est maintenant assez évi- 
dente pour qu’on puisse la pousser aussi loin qu’on 
fe voudra; mais pour en constater la vérité indépen- 
daniment de toute induction, il suffit d’observer qu’un 
arrangerhent où il manqué‘ un nombre p de lettres, est 


retranché £ fois avec eeux.où.il en; manquer, ajouté 


pp) foïsi avec ceux. où il en: D Ces 2l, :1e- 
1.2 


ai y} 7 4 | ”* e— Ji 
tranché HR ne avec. ceux où il en 


manque 3, et ainsi de suite; ce qi donne pour ré- 


DES PROBABILITÉS. 95 
sultat l'expression AT: 
A 0 + PC — 1) PP — 1) p— 2) L Hg! | 
I \ 


1.2 1.243 


CR 


? 


renfermant tous les termesdu développementde (1—1Yÿ, 
à l’exception du premier terme, qui est Ær1, et du 
dernier, qui est Æ1, selon que p est impair ou pair, 
L'expression ci-dessus est donc égale à o dans le pre- 
mier cas, età —2 dans le second; ainsi dans l’un on 
aura encore à retrancher les combinaisons où il manque 
p kettres, et dans l’autre, ces combinaisons auront été 
soustraites 2 fois au lieu d’une : il faudra par consé-— 
quent joindre à l'expression du nombre des arrange- 


meus cherchés, le terme 


m(m—1)....(m#p#1) p" 


102........p m—p ? 


avec le signe — si p est impair, et le signe + si ce: 
nombre est pair. | | 

Le problème proposé est donc complètement résolu 
par la formule 


| % 
PR PR SL Pme). OR EErS 
ne 0 Sem 1.2.....p a 


tant qu’on se borne aux considérations algébriques, 
puisque cette formule donne le nombre de chances 
favorables à l'évènement désiré, et qu’en la divisant 


par P%, nombre total des chances, on aura la pro- 


babilité demandée, que tous les numéros de la loterie 
seront sortis dans un nombre n de tirages. 


. ‘ m 
On voit que la question suppose z > à, êt, Euler 


: 
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remarque, en effet, que la formule ci- dessus demeure 


nulle tant que n << — De plus , il faut, dans les va- 


leurs de P, s'arrêter à p—m—; numéros, parce 
qu’alors il ne reste dans la loterie que m— (m—i) = i 
numéros, et que tous les tirages sont les mêmes ; aussi 
trouve-t-on P°— 1. 
a +. 
Il est à propos d'observer aussi que P”, se réduirait 


A 


àm",sil ne sortait qu’un numéro à chaque tirage, 
c’est-à-dire si rt on avait 2= 1- 


sx 


58. Euler a montré que pour mettre facilement en 
nombres la formule ci-dessus, lorsque les valeurs de 
et de n étaient considérables, il suffisait de calculer le 
logarithme durapport défchaque terme avec celui qui 
le précède. 

En «effet, si pour abréger, on pose 


LL MURS m(m — 1) 
7 Pi Fa 1.2 mi TB) 
m(m — 1)(m— S 
TAKE ANR x ) Pets O7 EI, 
1.2, s MS 
on aura 
n 4 
A Ps B M—r "À 
— =Mm——, ——= —— _ 
A 2 
mn | Li nm 
su A Fly 
6 nm 
Creme 
< TL 
| Are 
n 
puis remontant aux valeurs de PER FE SNS PT Etc. 


à 
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on obtiendra 


P° ; 
Oo (Mm—1)...(m—1i) l= m— ir 
P’ ar { m(m—1). . .(M2—i+4 1) ns =) , 

Pme Te (m— 2). (m— dm 1) mi 

P' DEC ok — Uni ) , 

etes; ù 


d’où l’on conclura 


AÀ m —) D M— I M—i— 1 
—- J = 


Passant aux logarithmes, on aura 


il al =Iimnl 
1136 
B M—I1 M] 
= — — — ms — 
A , 2 PINS RE 
C m — 2 m—2 
RE 4 RCE odhi s. 
B Un Evan sur 
etces . 


et en observant que 


VE p il C € 
| s 3 ? ni 7 G? elc,, 
| 3° édition. % 7 
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on déterminera , par une suite d'autant plus couver= 
gente que le nombre n sera grand, le rapport de chaque 
terme de la formule proposée, comparé au premier ; 
ce qui donnera la probabilité demandée ; car cette for- 


mule étant divisée par P°, , devient, par les dénomi- 


nations employées ci-dessus, 


A BP C7 
1 — + — — + etc. 
ASP Lo Ne 


En prenant m—0Q0; i—5,n—100, on obtient, | 
au moyen des six premiers termes de la formule , pour 
la probabilité de la sortie des 99 numéros de la lo= 
terie de France , la fraction 0,7410, exacte à moins 
de —!,3 , et qui surpasse beaucoup : (*). Il ne serait pas’ 
difficile , en rétrogradant, de s’assurér que c’est du 85° 
au 86° tirage que cette probabilité passe au-delà de +. 
En portant le nombre des tirages à 200, il suffit des 
deux premiers termes de la formule, qui donnent 
0,9990 ; probabilité très peu différente de r. | 

Dans Le Mémoire cité, Euler ne se borne pas au 

roblème dont je viens de donner la solution : ilcherche 
aussi les probabilités pour la sortie de m—1,Mm—2, etc. 
numéros ; et parvient à des expressions très remar=| 
J'indiquerai également aux lecteurs un Mé-| 
moire inséré dans ceux de l’Académie de Berlin, pour 
l’année 1791 (p. 255), où il détermine les probabilités 
dans le jeu de cartes appelé jeu de reñconire. Le seul 


quables. 


(*) Euler trouve 0,7419; mais Trembley, qui est revenu sur cell 
question dans les Mémoires de l’Acadéni. de Berlin, ann. 1794 €l 
1595 (page 76), ayant mis plus d’exactiende dans les calculs, es! 
parvenu aü nombre rapporté ci-dessus. 

} 
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emploi de la théorie des permutations le conduit à des 
résultats très élégans et très curieux (*). 


Sa. Je terminerai cette suite de questions en don- 
nant une idée de celles qui concernent les parties jouées 
en rabattant , c’est-à-dire en ne comptant Jamais que 
l'excès du nombre de coups gagnés par un joueur, sur 
le nombre de ceux que l’autre a gagnés, de sorte que 
le gain total, ou la fin de la partie, dépende d’obte- 
nir, non pas un nombre donné de points, mais un 
nombre qui surpasse d’un excès donné, celui des points 
gagnés par l’autre joueur. 

Pour éclaircir ceci par un exemple , montrons d’a- 
bord ce qu’il peut arriver lorsque l'excès de points qui 
fait gagner est égal à 2; désignons par 4 et B les 
joueurs , ainsi que les points qu’ils gagnent , et suppo- 
sons que la probabilité d'obtenir un point soit 1, Il est 

évident que tous les arrangemens dans lesquels la même 
lettre se trouve aux deux premières places, doivent 
| être exclus dès qu'il y a plus de deux places, poule 
| désignent un coup qui ne pourrait se présenter qu’a- 
| près la terminaison du jeu; ainsi l’arrangement 44 
faisant gagner le joueur 4, exclut l’arrangement 448. 
| On voit aussi que la même lettre ne saurait se trouver 
| plus de 3 fois de suite après la première place ; l’arran- 
| sement BAAAAB > par exemple , ne peut entrer dans 
| ceux du 6° coup, puisqu'il dérive de l’arrangement 
 BAAA , qui terminerait le jeu au 4° coup. D’après ces 
observations, on trouvera que les divers évènemens 


| (*) La même question, présentée sous un autre énoncé dans la 

| Théorie analytique des Probabilités, par Laplace, p. 217, a 
été traitée de nouveau par M. Tedenat, dns Je tome XII des 4n- 
) nales de Mathématiques pures’ et appliquées , publiées par 
M. Gergonne (p. 120). 


7. 
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possibles sont, 


au 1° coup, au 2°, CRE au 4°, etc. 

| A AA AB A AB AA 
ou Z AB ABB AB AB 
BA B A À ABB A 

BB | PB AB ABBB 

B AAA 

BAAB 

r BABA 
BABB : 


En cherchant dans ce tableau, dont la continuation : 
ne présente aucune difficulté, les arrangemens. où le 
nombre des répétitions d’une même lettre surpasse 
de 2 celui des répétitions de l’autre lettre, et qui termi- | 
nent le jeu, on en trouvera 2 au 2° coup, savoir, 44 


et BB ; 4 au 4° coup, savoir, 


ABAA, ABBB, BAAA, BABB, 


et ainsi de suite. Les probabilités étant + pour chaque 


évènement du 2° coup, 3 pour ceux du 5°, = pour. s 
ceux du 4°, etc. , on aura la probabilité 2.5 = à que 
la partie se terminera au 2° coup, hi =E qu'elle 
finira précisément au 4° coup, et par conséquent la 
probabilité 5 + qu’elle ne se prolongera pas au-delà » 
de 4 coups: on trouverait + +i++ pour le 6° coup, x 
et ainsi de suite; car il est d’ailleurs évident que la | 
partie ne peut se terminer qu’à un nombre pair den 
coups. as | 
Si le gain de la partie dépendait d'obtenir une supé— 
riorité de 3 points , le tableau des évènemens possibles 

à chaque coup, deviendrait beaucoup plus compliqué ; 
mais Moivre a bien simplifié le problème, en cher- 
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chant, en premier lieu, la probabilité qu’à un coup 
déterminé , la partie ne sera pas finie (*). 


60. Quand la supériorité demandée est seulement de 
deux points, comme dans l’exemple ci-dessus, la par- 
tie ne pouvant pas être décidée en moins de deux 
coups , il faudra considérer d’abord la formule 


C+fY=e +2f+f, 


dans laquelle les termes e* et f*indiquent la probabilité 
du gain de deux points de suite, soit par 4, soit par B, 

et 2ef celle que la partie ne sera pas finie. Maintenant, 

pour aller plus loin, il faut, d’après Les règles concer- 

nant les probabilités composées (17), multiplier 2ef 
par e+f; ce qui donnera, pour le 3° coup, Îles 

termes 


2e°f + 2ef”, 
| répondant aux évènemens 
AAB, ABB, 


dont aucun ne peut décider la partie : passant donc au 
coup suivant, on multipliera encore 2e°f + 2e f*° par 


6 SE P , ce qui donnera 
ft ef taf 


dont le terme du milieu 4{e°f? répond au cas où la 
partie w’est pas finie. Déjà l’on voit que cette partie ne 
pouvant finir que dans un coup d’ordre pair, il est 
plus simple de prendre pour multiplicateur e+2ef+f ; 
et l’on reconnaît sans peine que les probabilités cher- 
chées forment la progression par quotient 


3ef 114 sn: SFR » 1 ENS: 


{*) Doctrine of Chances, page 202. 
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En supposant, comme dans notre exemple , que les 
probabilités simples soient égales à ? , on aura 


1 ' 
2v 2 go) ElC., 


pour la probabilité que la partie ne sera pas finie au 2°, 
au 4°, au 6° , etc., coup ; et en retranchant de l’unité 
ces fractions , il viendra 


he 3 7 
ao Dong x CIC., 


pour les probabilités de la terminaison de la partie. 
Lorsque le gain de la partie dépend de plus de 


deux points, on ne tombe plus sur une progression 
par quotient; mais en suivant la même marche, on 
parvient aisément à cette règle donnée par Moivre : 

Pour trouver la probabilité que la partie dans la- 
quelle le joueur A doit enlever q jetons au joueur B , 
ou celui-ci, p jetons au joueur À, ne sera pas finie 
dans un nombre x de coups, multipliez le binome 
e + f par lui-méme , autant de fois qu'il y a d'untiés 
dans x — 1, en observant, après chaque multiplica- 
tion , d'effacer les termes dans lesquels l'exposant. 
de la lettre e surpasse de q l’exposant de la lettref, 
ainsi que les termes où l'exposant de la lettre f, sur- 
passe de p celui de la lettre e (parce que ces termes 
répondent à des évènemens qui terminent la partie) ; 
les termes restans composeront la probabilité de 
mandée. s) Li 


Si l’on avait 
Egg rien AA 
en suivant la règle ci-dessus, on arriverait à 


13e4f% + 21e f*; 
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# 


+ 
mn * . è 0 » D. 
et si l’on faisait e = f—=#, il en résulterait 


13 + 21 __ 34 LE 
128 128 6’ 


et 1 — 44 == 47 pour la probabilité contraire , c’est- 

64 6 | 
à-dire que la partie soit finie en 7 coups. On arriverait. 
immédiatement à cette dernière en formant la sonme 
de tous les termes rejetés dans le cours des multipli- 
cations indiquées ci-dessus, et l’on obtiendrait la pro. 
babilité qui se rapporte à chaque joueur, en prenant 
les termes où celle des lettres e, f, qui le concerne, à 
le plus fort exposant. 

Il resterait à trouver la loi de ces termes, de ma- 
nière à former la probabilité relative à un coup quel- 
conque , sans passer par les précédentes : Moivre a seu- 
lement indiqué cette loi; mais la recherche en est trop 
longue pour trouver place dans ce Traité (vor. la 
note II) (*). 


De la Règle des Paris, et de l'espérance mathématique. 


61. Jusqu'ici je n’ai encore considéré les probabilités 
qu’en elles-mêmes; mais le plus souvent on ne les cal- 
cule que pour régler la mise et le gain dans les jeux, 


» JA | 
(*) M. Ampère LA ses Considérations sur la Théorie ma= 
thématique du Jeu, est parvenu à cette loi, par un procédé pu- 
rement algébrique. 

Les jeux offrent encore beaucoup d’autres questions difficiles à 
résoudre ; l’une des plus remarquables est celle de la probabilité 
du refait de 31, aû trente et quarante. M. Poisson la traitée le 
premier par l'Analyse transcendante , et en à donné une solution 
précise. ( Voy. les Annales de Mathématiques pures el appli- 
quées, publiées par M. Gergonne, t. ANT, D: 7 
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et en général pour apprécier l’avantage ou le désa= 
vantage pécuniaire des spéculations fondées sur des 
évènemens Iincertains. Avant qu'aucune théorie mathé- 
matique eût éclairé celle des hasards, on s'était déjà 
entendu pour regarder comme équitable tout pari dans 
lequel les parieurs déposent des sommes proportion-. 
nelles au nombre des chances qui les feraient gagner. 
Celui qui, dans le jet d’un dé à 6 faces, parierait 
d’amener une face désignée, ne devrait déposer au jeu 
que la 5° partie de ce qu’y mettrait son adversaire, 
puisqu'il n'aurait en sa faveur que 1 chance, tandis que 
Pautre en aurait5. 

Quelque naturelle que soit cette conclusion, on la 
rendra peut-être encore plus évidente, en concevant: 
d’abord que chaque face du dé soit assignée à un pa- 
rieur différent, et que la somme mise au jeu doive échoir 
à celui qui aura désigné la face amenée par le jet. IL 
n’y a pas de raison alors pour que la mise de l’un 
de ces joueurs soit plus considérable que celle de tout 
autre. Son gain sera donc quintuple de cette mise; et 
si quelqu’un voulait se substituer aux 5 autres, avant 
que le sort eût prononcé, il devrait nécessairement 
leur rendre leur mise : il déposerait donc 5 fois autant 
que le premier, c’est-à-dire précisément en raison du 
nombre des chances qui sont en sa faveur. 

Ge que je viens de dire sur l’exemple précédent, s’ap- 
pliquerait également à de plus compliqués : on peut. 
concevoir de même que 36 parieurs se sont distribué 


Pol 
+. 


-toutes les chances comprises dans le tableau de la 


page 11 ; chacun de ces parieurs doit déposer la même 
somme au jeu, et la totalité des mises formerait le 
gain d’un seul, si la condition à remplir était l’ar- 
rivée de la chance dont il a fait choix. Mais si 
cette condition est seulement d’amener avec les deux 


v 
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dés un point désigné, tous ceux des joueurs qui ont 
pris une des chances formant ce point , ont un droit 
égal au gain : ils devront donc le prendre en commun, 
pour se le partager également. Si le point dont il 
s’agit est 8, par exemple, il y aura 5 gagnans > puisque 
ce point sénat de 5 chances ; et le fade du jeu, 
composé de 36 mises particulières, sera acquis par 5. 
Si done on remplace par un seul individu ceux qui 
ont les chances favorables au point 8, et par un se- 
cond ceux qui ont toutes les autres, on voit que leurs 
mises respectives seront dans le rapport -de 5 à 37, 
c'est-à-dire proportionnelles au nombre de chances qui 
les font gagner. 

Ces considérations, dont Moivre paraît avoir fait 
usage le premier (*), justifient suffisamment, ce me 
semble , le principe posé ci-dessus, d’après lequel, si 
deux joueurs, ayant en leur faveur les probabilités e 
et f, déposent des sommes a et à, il faut , pour former 
un pari équitable, qu’il y ait la proportion 


ai, bi a, M on aire Ur 


62. Ce principe suffit pour tous les cas où le hasard 
décide en une seule épreuve, parce qu’alors la condi- 
tion des joueurs ne change que par la conclusion de 
l’évènement; en sortè que si la volonté des joueurs, 
ou un empêchement quelconque s’opposait à ce que 
le hasard, d’où dépend le jeu, fût tenté, chacun d’eux, 
renonçant aux chances qu’il avait acquises par sa mise 
au jeu, la reprendrait en entier. Il n’en est pas de 
même quand, pour terminer le jeu, il faut des épreuves 
. répétées, et que quelques-unes ayant déjà eu lieu, ont 
VW, 


(*) Doctrine of Chances, p. 3. 
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modifié le nombre des chances favorables aux divers 
joueurs : leur espérance a changé, et avec elle leur 
droit sur le fonds du jeu. C’est sur ce nouveau pied 
qu'il faut régler le partage entre eux, en s'appuyant sur 
la convention généralement établie dans tous les jeux , 
d’après laquelle tout joueur perd la propriété de l’ar- 
gent qu'il dépose, mais acquiert en revanche, sur le 
fonds du jeu, un droit proportionnel à la probabilité 
qu'il a de gagner ce fonds. 

Par exemple, une personne parie d'amener deux fois 
le même point dans deux jets consécutifs d’un dé à 
6 faces; la probabilité de cet évènement étant seule- 
ment 7%, et celle de l’évènement contraire +, cette 
personne ne doit mettre au jeu que 1": et son adver- 
saire 35. Posons que le premier jet ayant eu lieu, le 
point désigné ait paru, et qu’alors les joueurs veuillent 
se séparer ; celui qui a parié d’amener le point désigné 
aurait encore au second jet 1 chance pour lui et seule- 
ment 5 contre: son espérance est donc très différente 
de ce qu’elle était avant le premier jet. Dans ce cas, 
la mise totale étant considérée comme appartenant au 
jeu, toutes les chances également possibles ont un droit 
égal au partage de cette somme, et celui qui réunit 
plusieurs chances doit avoir les parts correspondantes : 
ainsi le premier joueur prendra le 6° de la mise totale, 
ou 6fr-, et son adversaire les ?, ou 3ofr 

63. Sous cette dernière forme, la règle des paris 
servant à partager la somme déposée par les joueurs, 
avant que le sort ait prononcé entre eux , prend le nom 
de règle des partis (*). L'application que Pascal en 


| 


(*) Le mot parti étant pris dans le sens de distribution. De 1 % 


est venue cette facon de parler : faire à quelqu'un un bon Parti; 


ce serait nne faute que de dire la règle des parties. ( Vory. OEuvrres 
de Pascal, t. V, p. 32.) 
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a faite aux questions que lui proposait le chevalier de 
Méré, déjà cité (24), a donné naissance au calcul des 
probabilités. Voici l’une des plus simples de ces ques- 
tions : Deux joueurs ont formé un fonds destiné à ce- 
lui qui aura le plus tôt gagné trois parties ; ils se 
séparent lorsque le premier en a gagné deux et le 
second une ; on demande la part que chacun doit avorr 
sur le fonds du jeu, en supposant re la probabilité 
de gagner isolément une partie soit + pour chaque 
| joueur ? 

La considération des probabilités composées résout 
bien facilement cette question. S'il était joué une par- 
tie de plus et que le premier joueur la gagnât, il au- 
rait la mise totale; la probabilité de cet évènement 
est ;. S'il n’arrivait pas, chacun des joueurs ayant alors 
gagné deux parties, la suivante déciderait nécessaire- 
ment leur sort; mais la probabilité qu’elle serait jouée 
étant +, on aura + pour la probabilité qu’elle serait ga- 
gnée par le premier joueur, et de même pour le se- 
cond. Or cette dernière probabilité est la seule que le 
second joueur ait de gagner, tandis que le premier 

avait 4 dès la partie précédente : les probabilités to- 
tales sont par conséquent 


1,1:8%1%, at 
Ag te et pour le 2°, j' 
Si donc le fond du ; jeu était de 64 pistoles, comme 
le RP Pascal, le premier joueur devrait en prendre 
les , ou 48 pistblés , €t l’autre ? seulement, ou 16. 
Quelque simple qu’il soit, cet Dberaple peut suflire pour 
montrer ce qu’il faut faire dans tous ceux qui pourront 
résenter , et réduit la difficulté au développement 
le tous les évènemens possibles, ]j usqu’à à celui qui amène 
la décision du sort. 


1 
pour le 1’ joueur, = 44 
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Pascal ne poussait pas le calcul si loin, dans 
l'exemple ci-dessus ; il se bornait à chercher ce qui 
arriverait si la 4° partie était jouée. Dans le cas où 
le premier joueur la perdrait , les deux ayant gagné 
chacun le même nombre de parties, auraient droit 
à la moitié des 64 pistoles : « Donc s’il ne veulent point 
» hasarder cette partie. , le premier doit dire : Je suis 
» sûr d’avoir 32 pistoles, car la perte même me les 
» donne; mais pour les 32 autres, peut-être jelesaurai 
» peut-être vous les aurez; le hasard est égal : partas 
» geons donc ces 32 pistoles par la moitié, et donnez- 
» moi, outre cela, mes 32 pistoles qui me sont sûres. [a 
» aura donc 48 pistoles et l’autre 16(*). » Ce résultat est 
le même que celui du calcul des probabilités compo= 
sées, etle raisonnement paraîtici beaucoup plus simples 
inais il perd cet avantage dans les cas plus compliqués;! 
qu'il ne résout qu’en les faisant dépendre les uns des 
autres, jusqu’à ce qu’ils retombent dans celui-ci. | 

Fermat, qui s’occupait du problème des partis en 
mêmetemps que Pascal, y appliqua d’abord la méthode 
des combinaisons, dont celui-ci eut quelque peine à con- 
cevoir l’emploi, lorsqu'il s’agissait de trois joueurs ; et 
pour lever ses doutes, Fermat fit usage des pro=- 
babilités composées (**). | 

64. La séparation des joueurs avant la décision du 
sort, qui peut n’être qu’un objet de convenance ou seu: 
lement de spéculation, devient nécessaire dans le cas 
où le terme du jeu cesse d’être assignable, comme cela 
est possible, du moins mathématiquement, dans les 
parties jouées en rabattant (59). 


oo TT 
(*) OEuvres de Pascal, 1. IV, p. 413. A 
(**) Lbid. , p.439. Onweit à la page 434, que Pascal avait aussi 

résolu le cas de trois joueurs, par sa méthode générale qu’il cite, 

encore p. 427, 443. | 


# 
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En effet, si les joueurs voulaient se séparer avant la 
décision d sort, comme l’époque de cette décision est 
‘indéterminée , il ‘faudr ait qu'ils convinssent préalable- 
ment du nombre de coups sur lequel ils se proposent de 
régler leur partage. Je supposerai que dans l’exemple 
du n° cité, le joueur 4, ayant gagné un point au 1° 
coup, propose alors la cessation du jeu ; le tableau de 
la page 100 montre que le 1‘ coup ayant amené l’évène- 
ment À, il ne reste au second coup que les évènemens 
AA et AB, dont la probabilité est ;. Le premier fait ga- 
lgner le joueur À ; le second, réduisant les deux joueurs 
à l'égalité, One à à chacun la probabilité ; de gagner, 
la même qu'il avait en se mettant au jeu. Suivant ces 
remarques , les probabilités sont, pour le 1° joueur, 
+523, pour le 2°, 5:.5—;. Si donc ils prennent 
de second coup pour régler leur séparation, le joueur 4 
Jura les 5 de la somme déposée, et le j joueur B seule- 
ment : he. quiest d’ailleurs évident, puisque le point A 
arrivé au 1° coup, excluant les arrangemens BA et BB 
du 2° coup, ne laisse à ce joueur que la part assignée 
par l'évènement 42. 


65. La considération des sommes éventuelles, c’est- 
à-dire dépendantes du hasard, a introduit dans le cal- 
cul des probabilités une expression qui mérite un exa- 
men particulier, celle d'espérance mathématique ; par 
laquelle on désigne Le produit d’une somme éventuelle 
var la probabrinte de l'obtenir. C’est dans la règle des 
partis qu’on.en Saiau le mieux la raison. Lorsque. des 
joueurs consentent à partager le fonds du jeu avant 
que le sort en ait disposé, ils n’ont encore que des 
sspérances ; et cette règle accordant à chacun d’eux, 
sur la somme déposée , ufig partie indiquée par la 
probabilité qu’il a de gagner le tout, il était assez 
naturel de prendre cette partie pour la valeur de son 
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attente. On pourrait aussi la considérer comme ce que 
devrait lui payer quelqu'un qui voudrait prendre sa 
place si le jeu continuait. On va retrouver ces divers 
points de vue dans la règle des paris. 


66. Premièrement, l’équation af— be (61) exprimé 
l'égalité des produits formés en multipliant le gain 
qu’espère chaque joueur, par la probabilité de l’obte- 
nir : on peut donc dire que dans un pari équitable; 
les espérances mathématiques des deux parieurs doivent 
étre égales. 

Secondement , si l’on regarde les mises de ces joueurs 
comme ne leur appartenant plus, dès qu’elles sont: 
déposées, et qu’on évalue l’espérance sur la rentrée“ 
de la somme de ces mises, que produit le gain du 
pari, On aura 


(a+ be pour le 1 joueur, (a+ b) f pour le 2°; 


et à cause que Le—af et e+f—1, ces valeurs sont 
respectivement égales aux mises a et b. On voit donc 
que la mise de chaque joueur doit étre égale à son 
espérance mathématique sur la somme déposée pour 
former le fonds du jeu : elle peut être considérée 
comme le prix qu’il donne pour acquérir cette es= 
pérance ; et en observant que la certitude est représentée 
par 1, on aura les équations remarquables | 


{a+ bje=a.r, (b+a)f—=b.x. 


Troisièmement, si l’on met léquation a/— be sous 
la forme | Q. 
be — af = 9 ; | k. 
s 4 

etqu’on regardeles pertes comme dessommes négatives, 

le produit — af de la sommie — &, par la probabilité 
f du gain du second joueur, pourra entrer dans l’évaz 


{ 


À 


3 
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luation de l'espérance mathématique du premier, la- 
quelle se formera alors en multipliant le profit ou la 
perte que lui apporte chacun des évènemens possibles, 
par la probabilité de ces évènemens, et.donnant aux 
pertes le signe —. Elle sera égale à zéro, dans le cas 
du pari équitable; ce qui veut dire que l’état du joueur 
doit être envisagé comme n'étant pas changé par son 
entrée au jeu. | 
Ce dernier point de vue semble présenter une con= 
tradiction dans les termes; car l’état indiqué par l’es- 
pérance mathématique du joueur est fictif : il n’est 
point celui qui a lieu dans la réalité. Après la décision 
| du sort, l'argent du joueur sera augmenté de d ou dimi- 
 nué de a, selon qu’il aura gagné ou perdu. Dans l’un 
Let l’autre cas, son'état sera différent de ce qu’il était 
avant le jeu. Comment donc interpréter une conclu- 
sion , dans laquelle deux évènemens qui s’excluent 
l’un l’autre, semblent se compenser? par les con- 
séquences des épreuves répétées, dont la multipli- 
ation tend sans cesse à rapprocher la distribution 
: des évènemens simples du rapport de leurs probabi- 
lités. 
67. Cette explication, donnée par Condorcet, qui 
à le premier remarqué la difficulté, s’appuie sur des 
| propositions démontrées par le met D'abord, dans 
jun nombre quelconque d’épreuves, le plus probable 
ides évènemens coliposés est précisément celui où le 
|gain égale la perte. En effet, si les évènemens À et , 
dont Tan fait gagner b et Tatre perdre 4, ont res= 
pectivement les probabilités , 


l m n 
ÉTAT Fe 


PTT m+n 


on aura 
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bm — an 


mn ? 


be — af — 


et par conséquent 
4 
bm — an — 0, quand be — af — 0. 


Mais dans un nombre r(m + n) d'épreuves , l’évène- 
ment le plus probable, étanticomposé de rm évène- 
mens À et de rn évènemens B (29), donnera au joueur 
qui parie pour Z, la somme 


bmr — anr, 


qui s’évanouit quand on a l’équation 
bm— an—=0o, ou la proportion a: b. tm ni 


c’est-à-dire lorsque les mises sont en raison des proba= 
bilités (61). 


68. À la vérité, ce résultat précis ne repose que 
sur une probabilité relative; mais on peut obtenir 
une probabilité absolue, de plus en plus grande, d’en 

approcher, dans un cer er sens , aussi près qu’on le 

voudra, savoir, la probabilité que le rapport du 
nombre des- évènemens À au nombre des épreuves 
sera compris entre les limites 


M + 1 bite 


m+n om + n° 
lorsqu'on enBrassera r(m + n) épreuves (34). 


Écrivons dans ces formules sm et sn à la place de 


m et de n, suivant l’observation du n° 35 ; les limites | 
ci-dessus Hévenaht C 


sm —- 1 SM — I 


s(m+n)’  s(m + n) $ 
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se rapporteront à des évènemens composés dans les- 
quels il en entrera au plus rsm + r de l'espèce 4 
avec rsn — r de l'espèce 2 , et au moins rsm—r de 
l’espèce À avéc rsn + r de V’espèce Z. Dans le pre- 
mier cas, le joueur qui parie pour 4 recevra. ..... 
(rsm + r)b, et donnera (rsn — r)a : la valeur de cet 
évènement composé sera donc 


(rsm + r)b— (rsn — sa — re(mb nié a +) 


Si elle est positive, ce qui arrivera quand 


ne Us ser 


) 


elle exprimera le gain du joueur qui parie pour À, 
‘et la, perte de celui qui parie pour Z. 

Dans le second cas, au lieu de la valeur ci-dessus, 
on aura 


a+b 


(rsm— r)b — (rsn + rna=rs (m5— na — rw 


valeur qui sera négative si 


a EEE SE pp 


Ss 


1 


et qui alors exprimera une perte pour le premier 
joueur, un gain pour le second. 

Quand bm —an= 0, tout devient égal entre eux : 

ils ont la même probabilité de ne pas gagner et de ne 

pas perdre au-delà de la somme 


* rs (= F r(a + bd). 


3° édition. al: 


“ 
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. y « 
C’est une partie déterminée de la mise totale de chaque 


= F h, à an 
joueur; car si l'on y remplace b par sa valeur + 


tirée de l'équation 
bm — an = 0, 


} 


ra(m + n) : 

elle deviendra id as , et la mise totale du joueur 
m | 

qui parie pour À étant rsa(m +n) = M, on aura 


ES: ! 
r(a + db) = Œ # 


Sr? 


la somme gagnée où perdue a donc avec la mise totale, 


sn 
En désignant par N la mise du joueur qui parie 
pour 2, et chassant a au lieu de à, on trouverait 


N 


sn” 


I 
le rapport, — 


r (a + b) — 


: | ; 
ce qui donne , pour le second joueur, le rapport c7t 


Ï 


Il suit de là que, comme on peut assigner d’abord 
au nombre s telle valeur qu’on veut, on pourra sup- 


an | I 
poser aussi petits qu’on le voudra les rapports — , 
é LS 


et et prenant ensuite pour r des nombres de plus èn 
plus considérables, on obtiendra une probabilité de 
plus en plus grande, que la somme perdue par l'un 
quelconque des joueurs , et gagnée par l’autre, ne sur- 
passera pas une fraction donnée, et aussi pétile qu’on 

le voudra, de leur mise totale. | 
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69. Supposons maintenant que l’équation...... 
bm — an — 0 v’ait pas lieu, mais que l’espérance du se- 
cond joueur l’emporte sur celle du premier : posons, en 


conséquence, an= bm+c; ilen résultera ,; dans le 
premier cas, 


a + 0\ f gain‘du 1® joueur, 
7.5 [ perte du »°, 
et dans le second cas, 


rs(o+ LE) perte du 1‘ joueur, 


gain du 2°, 


rs (— € + 


On voit par ces expressions, que le gain du 1° joueur 
se change en perte, et la perte du 2° en gain, dès 


que }… Cats 


SPRES 


: Le 1** joueur perdra donc dans toute 


l’étendue des limites assignées aux évènemens compo 
ses, tandis que le 2° gagnera toujours entre ces mêmes 
limites. Or le nombre s pouvant être pris aussi grand 
qu'on voudra, il s’ensuit que quelque petite que soit 
la différence qu'on établisse entre les espérances ma- 
thématiques de deux joueurs, on pourra, en mul- 
tipliant le nombre des épreuves , obtenir telle proba- 
bilité qu'on voudra, que le joueur favorisé sera toujours 
en gain, et l'autre toujours en perte. 

Cette dernière proposition me paraît bien suffisante 
pour fonder la règle du pari équitable, et fixer le sens 
que l’on doit attacher à l'espérance mathématique ; 
elle prouve la nécessité de faire entrer la répétition 
des hasards dans l’appréciation des pertes et des gains 


. ‘ . . \ PR. 
qu’ils amènent, et justifie complètement l’assertion 
qui termine le n° 40 (*). 

rs 
(*) Condorcet ajoute encore les considérations suivantes , qui ne 
sont pas moins curieuses. | 


Dans le développement de (mn)"(##") la somme des termes qui 


. 


WA 
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Jo. Je n’ai encore considéré que deux évènemens 
possibles à chaque épreuve ; mais on applique l’esné- 
rance mathématique à Vévaluation de tous les genres 
de hasard. Soit, par exemple, un dé à 6 faces, 
marquées depuis 1 jusqu’à 6, pour l'apparition de cha: 
cune desquelles un joueur s'engage à donner à celui 
qui jette le dé, autant de francs qu'elle conitent de 


‘points; on demande la somme que ce dernier doit 


mettre au jeu? L’espérance mathématique de celui-ci 
se forme en ajoutant celles que donnent tous lés évè- 
nemens possibles , et qui sont égales au produit du 
nombre de points marqués sur les diverses faces, par. 
la probabilité # d’en amener une quelconque : le ré-! 
sultat est 


AG+2H8+4HEH =", 


Eu 


et par conséquent la mise cherchée (66). Aucun Évè= 


- nement ne rapportera précisément cette somme ; mais, 


elle est la moyenne (ou elle tient le milieu) entré, 
celles que le second joueur retire par les gains, et celles. 


: 


30 : 
précèdent le plus grand, celui qui est affecté de mrrnrr, comparée 
à la valeur totale du développement, tend sans cesse vers le rapport 
L: il en est de même de la somme des termes qui suivent ce plus 
grand. Les premiers répondent aux évènemens qui font gagner le 
joueur pariant pour À, les autres aux évènemens qui font gagner 
son adversaire, lorsque leurs espérances mathématiques sont égales, 
et seulement dans ce cas : il s’ensuit donc que dans ce cas seule: 
ment, les probabilités de gain tendent à devenir égales pour chaque: 
joueur, à mesure que les épreuves se multiplient. ( Essai sur La 
probabilité des décisions, etc., p. 145.) Les bornes dans lesquelles 
je me suis proposé de resserrer cet Ouvrage, ne me permettent pas 
de rapporter la démonstration de la proposition ci-dessus ; mais! 
on en trouvera du moins des exemples numériques dans la note de 
la page 248. . 
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que lui laissent.les pertes; c’est-à-dire que les unes 
sont autant au-dessus que les autres sont au-dessous. 
En effet, il éprouvera, sur les points 

| ) P ; P 


. JT 1 1 le 
1, 2, 3,-les pertes 2fr: —. pfre 2 © 
» ? ’ PE 2 ? 2° 2 , 


et sur les points 


| ; fr. I I 
4, 5, 6, les gains 2 ) 1fr: 2? afr. 3 


iles unes compensent les autres. Pour le premier joueur, 
ice serait la même chose, mais dans l’ordre inverse. 

: De plus, cette valeur moyenne est celle qui ne pro- 
duit ni perte ni gain, pour l'évènement composé le 

plus probable dans les épreuves répétées, puisque cet 

l'évènement répond au terme dont les exposans sont 

proportionnels aux probabilités des ‘évènemens sim- 


ples (54). 


71. Cette compensation ne peut être considérée que 
comme un état fictif résultant de l'impossibilité d’assi- 
gner de quel côté sera le gain, lorsque le jeu est égal ; 
car il faut bien remarquer que si le calcul montre que, 
dans ce cas, les rapports des pertes aux mises totales 
‘les joueurs, sont renfermés dans des limites de plus én 
plus resserrées (68) ; il ne s’ensuit pas la diminution de 
la valeur absolue de ces pertes, mais, au contraire, son 
augmentation, puisque la somme r(a4-b) croît sans cesse 
avecr. Aussi, en ne considérant que le résultat général du 
‘eu, sans s'arrêter au sort de l’un des joueurs en particu- 
‘ier, on trouve sans peine qu’il y aune probabilité tou - 
jours croissante, que la perte Surpassera une somnte 
donnée, quelque considérable que soit cette somme. 

* Pour y parvenir, supposons d’abord que les pro- 


“%. 
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babilités des évènemens simples soient égales; prenons 
en conséquence le développement de (e + f)?, repré 
sentons par we?fP le terme qui en occupe le mi- 
lieu ; enfin, joignons à ce terme un nombre g de ceux 
qui le précèdent, et autant de ceux qui le suivent. Nous 
aurons une expression de la forme 


neP+If PI... mePfr...+ N'ePrif Pt, 


et indiquant les évènemens où la différence entre le 
nombre des parties gagnées et celui des parties perdues 
ne s’élevera pas à plus de 24 Or, cette probabilité 
comprenant 2g + 1 termes, ira sans cesse en décroïs= | 
sant, si le nombre g reste le même, tandis que le 
nombre p augmente (32) , et par conséquent ; la pros 
babilité contraire, qui est formée du reste des termes 
du à elqiparh out de (e +.f)*?, s’approchera de plus | 
en plus de l'unité. : 

Il suit évidemment de là, que si l’on désigne «la. 
mise de chaque joueur par a, et que’sa fortune ne sur, 
passe point 2a, il existe un nombre p, donnant une 
probabilité aussi grande que l’on voudra, que la perte 
résultante du jeu s’élevera à plus de 2ga, et qu'ainsi 
l’un des joueurs finira par être ruiné, quoique le} jeu 
soit égal; seulement la probabilité de cette ruine 
sera la même pour un joueur que pour l’autre , parce 
que les termes qui les expriment dans le dévelèppi 
ment de (ef)? sont identiques. 

Quand les probabilités des évènemens simples sont. 
inégales, il faut employer l'expression 


AMAR... pen"... À mignon +4 D 
(m Fe ne) En) "4 


.) 


dont les termes extrèmes répondent à une perte 


| 


e 
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marquée par ltres ee 


L. 


(rm + q)b — (rn — ga = q(a + d), 


à cause que rmb — rna = 0 (67). 

Prenant alors ga + b) pour l'expression de la for- 
tune de chaque joueur, on pourra trouver encore, 
comme ci-dessus, à cause de l’invariabilité du nombre q,. 
une probabilité de plus en plus grande, que le jeu sufti- 
samméent prolongé occasionera à l’un des joueurs une 
perte égale à g(a +0), et le ruinera par conséquent (*). 

Lorsque le jeu est inégal, alors la répétition des 


épreuves tend sans cesse, à l’accumulation des plus 


Le, avantages, dont, comme on l’a vu dans le 
1° Co Ê la probabilité at sans cesse, et peut être 
hiorte aussi près de l’unité qu’on le voudra. Aussi 


 Fexpérience prouve-t-elle chaque jour que les ban- 


quiers qui se chargent de tenir un jeu de pur hasard, 


moyennant certains avantages sur les chances, se 


procurent un bénéfice assuré, dès qu’ils ont des fonds 


_suflfisans pour faire face à quelques évènemens trop 


défavorables qui peuvent arriver de-temps à autre. 
L 


72. Le succès des loteries est de ce genre : il est 
fondé sur ce qu’elles ne rendent pas à ceux qui y mettent 
(ou aux ponites), le gain correspondant aux risques qu'ils 
courent ; la disproportion est Le plus souvent considé- 
rable, et augmente à mesure que les probabilités de 


succès diminuent, ainsi y’ on va le voir dans la loterie 
de France. . | 


(*) Ici les probabilités ne sont pas exactement les mêmes pour 
chaque joueur ; mais, suivant l'indication donnée dans la note de la 
page 115, elles tendront sans cesse à devenir égales, em s’appro- 
chant de :. 
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L’extrait simple, ou la sortie d’un seul numéro, ne 
rend que 15 fois la mise, quoique sa probabilité n’étant 


que ee (47) , il devrait produire un gain égal à 17 fois 


la mise, et rendre par conséquent 18 fois cette mise: 
l’espérance mathématique du banquier excède done 
ici de # ER ä celle des pontes. | 

L’extrait déterminé, ou la sortie d’un seul numéro, à 
uneplace marquée du tirage, la première, par exemple, 
ne rend que 70 fois la mise, pour une probabilité égale 


a! I . 
Ne l'avantage du banquier, sur ce hasard, est 


L’ambe , ou la sortie, dans le même tirage, de deux. 
numéros désignés, ne rend que 270 fois la mise; mais 


90 numéros, combinés 2 à 2, produisant ie 90:29 —/605 


, . 5. 
ambes, et les 5 numéros d’un tirage à = 10, la pro-" 


babilité de la sortie d’un ambe est 


; la probabilité 


Fe c5 
ai: 0 . 108 
contraire, mn : le gain Gu ponte devrait donc être 


3005 
2 — 399,5 fois la mise ; l'avantage du banquier est 


par conséquent M 


10 1305 = 
(op 200) 4005 7 4005 


L’ambe dtrnisné ; ou la sortie 1" deux numéros 
désignés, dans une place donnée du tirage, ne-rend 
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que 5100 fois la mise. Comme il s’agit ici des arran- 
gemens 2 à 2, et non pas des combinaisons, les 
90 numéros produisent 8o1o ambes déterminés ; 
de plus, la place étant fixée dans le tirage, la pro- 
babilité d’un ambe déterminé sera par conséquent 


8009 


| ilité contraire - : le gai 
| , la probabili go19 : le Gain du ponte 


1 
| 8o10 
devrait donc être 8009 fois la mise ; l'avantage du 
banquier est par conséquent 


1 201 
8009 — 5099) — = —. 
5099 99) 8010 Sol 
Le terne, ou la sortie, dans le même tirage, de 
| trois numéros désignés, ne rend que 5500 fois la mise ; 
| mais go numéros, combinés 3 à 3, produisant 


90.89.88 Ÿ 
ST 17480 ternes, et les 5 numéros du tirage 
. . LE 
04.3 ail sue 
——;— 10, la probabilité de la sortie d’un terne est 
1 . 2 o 3 % 
10 


1 LV, . 11747 
— = —,, la pr re, —{5# : 
F4 1748” a probabilité contraire, 11748 
le gain du ponte devrait donc être 11747 fois la mise ; 
l’avantage du banquier est par conséquent 


ÉT 6248 .. 142 

11947-54109) ——> = "5 = —— 

(1747 199) 11748 11748 207 
Le quaterne, ou la sortie, dans le même tirage, 
de quatre numéros désignés, ne: rend que 75000 fois 
la mise ; mais les 99 numéros, combinés 4 à 4, pro- 


duisant Mon — 2555190 quaternes, et les 5 


numéros du tirage, Lee — 5, la probabilité de 
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5 
la sortie d’un quaterne est = 2, la pro- 


2555190 — Fa 
Du .  Sr1037 $ : 
babilité contraire, B11058 : le gain du ponte devrait. 


donc être 511037 fois la mise ; l'avantage du banquier 
est par conséquent 


36038 21801 
SUébonUÉ 11.490088, 216019 
(511037—74999) —— B11038. 511038 255519 


On pouvait mettre autrefois sur le guine, ou sur la 
sortie, dans le même tirage, de cinq numéros dési- 
gnés, qui ne rendait que 1 000 000 de fois la mise; 
mais les go numéros, combinés 5 à:5, produisant 


89.88.87. 86 
Mer 43 949 268 quines, et les 5 nu-. 


méros du tirage, 1, 8 probabilité de la sortie d’un 
quine était donc -—; 


43949267. É ri 
43940268 : le gain du ponte aurait donc dü être 


Ex PER GE la probabilité. contraire, 


43 949 267 fois la mise; avantage du banquier était 
par conséquent 


» 
(43 949 267 — 999999) 43940268 — 43940268? 


et surpassait ES 

On a supprimé cette manière de jouer, dans la- 
quelle la difficulté de gagner était si grande, qu’elle 
. devait rebuter presque tout le monde. Pour s’en faire 
bientôt une idée, il suflit de considérer qu’en faisant 
2 tirages par mois dans { villes différentes, ce qui don- 
nerait 06 tirages dans un an, il faudrait plus de 
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457804 ans pour que tous les quines fussent sortis, 
en supposant encore qu'aucun ne se fût répété pendant 
cet immense intervalle. La sortie de tous les quaternes 
exigerait, dans la même hypothèse, plus de 5323 ans : 
on trouverait bien autre chose encore si, par la for- 
mule du n° 57, on cherchait le nombre de tirages qu’il 
faudrait embrasser pour obtenir la probabilité 1 de ga- 
gner un quineé où un quaterne, 


738. I ne faut pas croire pourtant que le gain du ban- 
quier, a loterie, soit aussi démesuréque le montrent 
les calculs précédens. Pour que la grande dispropor- 
tion établie entre la mise et le gain produisit infaillible- 
ment son plein effet, il faudrait que toutes les combi- 
naisons des numéros fussent jouées avec des miseségales; 
mais c’est ce qui est bien loin d'arriver. Les mises par 
extrait, qui sont les plus nombreuses, se distribuent 
très inégalement entre les 90 numéros, selon la date 
de leur dernière sortie , ou d’après des rèveries supers- 
titieuses : aussi l'administration de la loterie, qui crat- 
gnait la sortie d’un numéro trop chargé de mises, s’était 
réservé le droit de le fermer, c’est-à-dire dé ne pas 
recevoir les-mises qui seraient faites sur ce numéro ; 
mais une longue expérience l'ayant bien rassurée sur 
cétte crainte , elle ne met plus à présent de restriction 
à la volonté des pontes; seulement, comme autrefois, 
elle fait vendre des billets arrangés d’avance , afin de 
répandre autant qu’il est possible les mises sur toutes 
les combinaisons. Cependant il n’est pas nécessaire que 
le partage des mises approche beaucoup de’ lépalité, 
pour mettre le banquier hors de’perte : c’est ce dont on 
peut se convaincre, en considérant ses avantages sous 
le rapport des recettes aux dépenses dans cliaque tirage. 

St toutes les mises par extrait étaient les mêmes, 


D : 


+” 
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un tirage lui coûterait 5 X 15 mises, ou 75 mises ; 
s’il en avait reçu 00 ;, il aurait un bénéfice assuré de 
15 mises , et il serait au pair s’il y avait eu seulement 
75 numéros placés, Faisant le même calcul sur les 
autres manières de ; jouer les numéros, on verra l’ex- 
cédant de la recette sur la dépense augmenter d’une 
manière.si rapide, que le pair est atteint bien avant que 
toutes les combinaisons ou les arrangemens soient 
remplis. 

Au reste, les profits bien constatés de la loterie, 
pendant une longue suite d’années, les pertes et les 
désordres, malheureusement aussi bien constatés, dont 
elle a été la cause, pour une multitude de gens de 
toute profession, enivrés par ses espérances trompeuses, 
parlent encore plus haut que les calculs précédens, 
contre la faiblesse qui fait hasarder dans un jeu aussi 
inégal, un argent dont on pourrait faire un usage pro— 
fitable autant à l’amélioration des mœurs qu’aux avan- 
tages physiques des hommes, en le plaçant à des caisses 
d'épargnes solidement établies, sagement administrées, 
où recueillant les petites économies de l’ouvrier labo- 
rieux et du domestiqne fidèle, on leur prépare des 
ressources assurées pour le temps de la vieillesse et des 
infirmités. 

Ceux qui veulent absolument se bercer d’espérances 
frivoles, ont retourné de toutes les manières les com- 
binaisons que présentent la constitution de la loterie 
et les tableaux des numéros sortis depuis son établis- 
sement, afin d’y chercher un moyen de trouver son 
côté faible, Ce qu’ils ont pu faire de moins déraison- 
nable revient à déterminer des progressions deymises 
croissant de manière qu’un évènement heureux dont : 
la probabilité serait assez considérable , pût couvrir 
la perte passée ; inmais par ce moyen ôn né saurait 
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« 


arriver à une probabilité nn peu grande d’obtenir 
un gain même très faible, qu’en exposant ne somme 
assez forte, pour que sa perte entraînât de bien plus 
graves inconvéniens que le gain ne pourrait donner 
d'avantages. Les pontes qui ont peu de fortune ne 
sauraient suivre de semblables jeux, ce qu’on ap- 
pelle faire la martingale, sans se gèner ou s’obérer, 
ét sont souvent forcés de les abandonner en perdant 
tout ce qu'ils y ont exposé. Quant aux gens riches, 
ils peuvent faire de leurs capitaux un emploi bien 
plus avantageux, en se livrant aux améliorations de 
l'agriculture, au perfectionnement des arts, au déve- 
loppement du commerce. Dans cette espèce de jeu, 
dont on peut dire que la nature est le banquier, parce 
que sa force reproductive en fait le fonds, les pontes 
sages et éclairés augmentent leur fortune, en procu- 
rant à la société un accroissement de bien-être (*). 


De l'espérance morale. 


14. Ce n’est passeulement à un jeu inégal qu’un homme 
sensé ne voudra point exposer une somme un peu forte, 
dans l’espérance d’un petit gain très probable : il pen- 
serait encore ainsi, quand même les conditions du jeu 
seraient égales; mais il se déterminerait au contraire 
aisément à risquer une faible somme, pour obtenir 
un gain considérable et d’une probabilité fort petite. 


(*) Les jeux publics sont aussi une autre source de ruine, parce 
qu’ils sont tenus pat des banquiers qui ont un avantage constant sur 
toutes les mises : tel est celui du trente-et-un ou trente-et-qua- 
rante. M. Poisson, dans le Mémoire déjà cité (p. 103), a donné, 
pour la première fois, l’expression exacte de l’avantage du banquier. 
Les principaux résultats de ce Mémoire se trouvent dans le tomne XII 
des Annales de Chimieet de Physique, p. 173. 


120 TRAITÉ  ÉLÉMENTAIRE : 
L'un et l’autre de ces cas peuvent néanmoins répondre 
à la même espérance inathématique, puisque l’équa- 
tion ve af.(66)subsistera toujours, si ,dans chacun de 
ses membres l’un des fâcteurs diminue dans le même 
rapport que, l’autre augmente. Par exemple, le pari 
dans lequel a = 10000, 00 ,e — 22 


10019 


me 


SU 
100%? 


quoique équitable, ser ay tenu par un homme de bon 


_sens, ne possédant qu’une très petite fortune? Courrait-il 
ler isque de perdre 10000francs pour gagner 10 francs, 
quoique les probabilités soient en raison inverse de 
ces sommes? Non sans doute : l'appréciation morale de 


l'évènement diffère donc ici de son évaluation ‘ma! 


thématique. ‘La cause en est dans la disproportion 


entre les conséquences d’une perte qui diminuerait 


considérablement la fortune du joueur, et. celles 
d’un gain qui n’y apporterait qu une très légère aug- 
mentation. | 
Il est incontestable que la valeur absolue d’une 
somme d’argent n’est pas toujours la mesure précise 
de son importance : elle doit le plus souvent. s’es- 
timer d’après les privations que sa perte impose, ou les 
jouissances que son gain procure, ce qui dépend de 
état de la fortune de celui qui doit la perdre ou la ga- 
gner; mais comment introduire cette considération 
dans les calculs? Quelle proportion convient-il d’éta- 
blir entre le bien possédé et les sommes éventuelles ? 
Quelle formule, satisfaisant à toutes les conditions du 
sujet, doit être substituée à celles de l'espérance mathé- 
matique ? Enfin convient-il d'abandonner cette appré- 
ciation des évènemens incertains? C’est ce que je vais 
examiner successivement. 


75: Pour donner des bases à l’estimation relative 
des pertes et des gains, il paraîtrait d’abord indispen- 
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sable de classer les objets de dépenses suivant leur 
degré d'utilité; mais il serait bien difficile de former 
de cette manière un tarif avoué par tout le monde. 
Les aises, le superflu mème , auxquels on s’est habi- 
tué, sont souvent regardés comme faisant partie du 
nécessaire ; et chacun en établit les rapports selon ses 
dispositions et ses goûts. On ne voit donc dans l’idée 
de perte et de gain relatifs, que le plus ou le moins, 
sentis d’une manière vague qui laisse absolument indé- 
terminée la loi d’accroissement et de. diminution de 
leurs rapports d'importance; en sorte qu’il n’y a d’autre 
moyend’y appliquer le calcul, que d'établir une hvpo- 
thèse, pour en faire l’épreuve par la comparaison de 
ses conséquences avec ce qu’indique le.simple bonsens, 
procédé qui ne saurait mener à des résultats précis, 
mais conduit seulement à distinguer le "piausible de 
l'absurde. À à tre 

Ce qui se présente de mieux, au premier coup d'œil, est: 
de prendre pour mesure de l’importance d’une somme 
ajoutée à un bien quelconque, le rapport de l’une à 
l’autre, et d'admettre en conséquence que l’homme 
qui possède 1000f"., et qui gagne 100/"-, en reçoit un 
avantage égal à celui que procure un gain de 10000f7: 
au possesseur de 10000077, ou le gain de 1fr: à l’homme 
n'ayant que 10/7: | 
| Dès que l’on fait entrer dans l’appréciation des 
sommes éventuelles, la considération du bien antérieu- 
rement possédé, la même somme acquiert plus d’im- 
portance lorsqu'on la perd que lorsqu’on la gagne. En 
effet, le joueur qui, possédant 1000f"*, va risquer une 
somme de 100f"*, s'expose à perdre la 10° partie de 
son bien : l'importance de cette somme pour lui est 
représentée alors par >; mais s’il la gagne, comme 
il aura 110077: , la même somme de 100f": ne sera plus 
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que —- de sa fortune: elle aura par conséquent diminué 
de valeur morale. Buffon, qui a proposé cette hypo- 
thèse, en conclut que le jeu le plus simple et le plus 
égal, celui dans lequel deux personnes qui possèdent 
autant de bien l’une que l’autre , ont en leur faveur un 
nombre égal de chances, entraîne toujours une perte 
absolue d’aisance, puisque l’évènement diminue plus 
le bien-être du pérdant qu’il n’augmente celui du ga- 
gmant. Dans l’exemple ci-dessus, l’estimation. de 
cette perte serait Z—-5=-; dans celui de Buffon, 
la somme éventuelle étant la moitié de lawfortune des 
joueurs, les valeurs morales de la perte et du gain sont 
exprimées par + et 4, dont la différence est + (*). 

En général, soit a le bien antérieur, et # la somme 
éventuelle ; l'importance de cette somme sera expri- 
mée par , 


Œ 02 | k 
—, comme perte, ————, comme gain 
a? r a + a? À ô 73 


a? 


PF Gate) | 

Ceci conduit naturellement # chercher la valeur de 
la perte d’une importance équivalente au gain «. Soit 
æ cette perte; on aura 


et la différence. par 


er; Le at æ 


Œ 
J — 
, 44 


LT 
& 


fs 
“e 
8 
I 
I 


On voit par la dernière expression de x, que sa va- 
leur approchera d’autant plus de 4, que la fraction 


(*) Essais d’'Arithmétique morale, p: 69 da t. IV du Supplé- | 
ment de l'Histoire naturelle, édition in-4°. # 


“ 
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æ 
3 sera plus petite; en sorte que le gain et la perte 


ne peuvent être d’égale importance que lorsqu'ils sont 
infiniment petits par rapport au bien antérieur. 


76. C’est dans cet état que Daniel Bernoulli les con- 
.sidère d’abord, et suppose que leur valeur morale ou 
leur importance, qu’il désigne par le mot latin emo= 
 lumentum , est en raison inverse du bien antérieur (*). 
IL conçoit ensuite qu’un bien quelconque est produit 
par l’accumulation d’un nombre infini de petits ac- 
 croissemens dont chacun y ajoute un degré d’impor- 

tance proportionnel à son rapport avec le capital déjà 
formé. La somme de tous ces degrés compose l’impor- 
tance ou la valeur morale de la somme produite ainsi. 

En désignant par « les petits accroissemens du capi- 

tal, par a, a’, a”, a”,...x, ses valeurs successives , et 

par À un nombre constant, l'importance du capital x 
sera exprimée par la suite 


UN 7e 07 a ka 

a à a" HORS L—& 

, dont la somme, lorsqu’on suppose z infiniment petit, 
s'obtient avec la plus grande facilité par le calcul inté- 
gral. (V’oyez la note III.) Avec ce secours, on trouve 


D En. dE 


x k À 
k1— pour la mesure de l’importance cherchée. 
a 


Pour s’assurer que cette mesure remplit la condition 

. demandée, il suffit de connaître le développenfänt du 

logarithme en série (voyez le Complém. des Élém. 
> 1 A Ja 

d' Algèbre) ; car si Von suppose que x se change en 


di") Commentarii Academiæ. Petropôlitaneæ , 1. V, p: 155. 
3° édition. 9 


_S 


£ 


}, 
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à x x + a | 
æx+ 4, l'expression | —, devenant ( ) s’accroitra 
a , 


de la quantité 


NT édane D A PNCE (+ :) * 
mass se et. | 


tandis que la ‘suite posée plus haut s’augmentera du 


#4" 


ka q. 
terme ;,et ces accroissemens appr ocheront d’autant 


plus & l'égalité, que & sera plus petit. 

Le FRE a désigne ici un bien primitif au-dessous 
duquel ne saurait tomber la valeur de x, qu'on ne peut 
pas supposer negApve car, comme le remarque 
Bernoulli, il n’y a que l'individu mourant actuelle- 
ment de faim, duquel on puisse dire qu’il ne possèdé 
rien absolument. « Celui qui se procure en mendiant 
» une somme annuelle de 10 pièces d’or, n’en accep- 
» terait pas 50, sous la condition de renoncer à ce: 
» moyen de gagner sa vie, aussi bien qu’à tout autre. Il 
» en est ainsi de ceux qui ne viventqu’en empruntant, 
» Pourraient-ils s’interdire à jamais cette ressources 
» moyennant une somme plus considérable même que 
» celle qui les libérerait de leurs dettes ? Si donc le 
» mendiant et l’emprunteur ne veulent pas rénoncer 
» à cette sorte de profession , le premier, à moins d’un 
» capital de 100 pièces d’or, et le second, à moins 
» d’un capital de 1000, nous regarderons l’un-comime 
» riche de 100 pièces, et l’autre de 1000; quoique, 
» dans le langage ordinaire , on dise que l’un n’a rien, 
» et l’autre moins que rien. » En général, le bien pos=| 
sédé par un individu est au moins représenté par la 


» # 
D a: 
% x 


th 
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subsistance qu'il tire de l’ emploi de sa force et de s son 
industrie, et ne s’anéantit qu'avec sa vie. 


77. Si nous représentons par 7 l importance du ca- 
pital x, et par 7‘ celle du capital x’, nous aurons 


. » L 
" # 5 C4 x x" 1 1. La 

NN ZT ATS AS. RUE 

* JS \ E 4 Le 
Supposons maintenant, comme Me le n° TA que 4 
soit un bien et &« une soinme éventuelle a Les : 
en posant r—a,x'=a+a té ae, l’im- 
ROrtAne de la somme « sera exprimée par 


D 


a— & 


, Comme gain, k1 > Comme perte, 


_ et négative dans le dernier cas. 
Pour déterminer la perte x dont limportance serait 


: égale à celle du gain æ , nous considérerons qu'il s’agit 
ici de la valeur absolue de cette importance, indépen- 


| ; a —1R F1 
damment du signe ; et comme Æ1 est une quan 


tité négative, nous poserons b. 
“ 


b 
ges d'où da +e 
a a— x a 
at 


TIR 


Cette valeur est la mème que celle qui résulte de l’'hy- 
pothèse de Buflon, quoique d’ailleurs cette hypothèse 
fasse croître bien plus rapidement que celle de Bernoulli 
| J’importance des pertes. Ainsi deux hypothèses, fort 
éloignées l’une de Fautre, satisfont donc aux seules 
conditions que le sujet impose au premier coup d'œil, 

\ 2 


et 
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savoir, celle de diminuerle prix des sommes éven- 
tuelles, à mesure que le bien antérieur est plus consi- 
dérable, et de donner plus d'importance à la perte 
qu’au gain. On pourrait trouver une infinité d’autres 
hypothèses qui en feraient autant; mais celle de Ber- 
noulli parait la plus plausible, parce qu’elle descend 
aux élémens mêmes dont se forment les capitaux ; et 
que C’est en effet. par les très petites sommes qu ‘on peut 
perdre où gagner avec indifférence, que le sentiment 
commun fait apprécier les te états de fortune. 
Ils’embarrasse, dit-on, de perdre un écu, comme mot 
de perdre un sou. » C’est comme si l’on disait : « Un 
» écu est à sa fortune ce qu’un sou est à la mienne. » 


78. Aux valeurs absolues des sommes attachées à des 
évènemens incertains, Daniel Bernoulli substitue les 
valeurs morales, où l’importance des capitaux résul- 
tant des modifications que ces évènemens apportent 
à La fortune du joueur. Si, par exemple, des évène- 
mens dont les probabilités sont e, f, g, doivent pro- 
duire des sommes #, 8,7, et que a désigne le bien 
antérieur, au lieu de l’espérance mathématique 


ee ‘ 


cet fe +87 (66), 


on prendra 


RASE AÉEÉ + 10) 


pour la valeur morale de ia fortune du joueur qui 
attend ces évènemens, C’est là ce que Bernoulli nomme 
la rnesure duisort (mensura:sortis), et ce que Laplace 
appelle fortune morale (*), par opposition à la for- 


(*) Théorie analytique des Probabilités, p. 433. 
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tune physique, c’est-à-dire à la valeur absolue du ca- 
pital ayant une importance équivalente. En désignant 
ce capital par, X, on aura 


V=HIT, d'où X= (a+ a) (a+ 8f (a+ 3), 


à B.. © que e+f+g = 1 (12). dé 

Si l’on cherchait l'équivalent du gain où ce que 
Laplace appelle espérance morale, il faudrait faire 
X=—a+zx, ce qui donnerait 


œ = (a+ a) (a + 8Ÿ (a + y — a. à 


En développant les puissances et les multiplications 
indiquées dans le secorid membre, et se bornant aux 
termes où les sommes éventuelles 4, 8, y ne s'élèvent 
qu’à la première puissance, on trouvera 


ER GREAT QUE A lee LÉ SN ro 


ce qui se réduit à 


| T= ea +fB8 +87); . 
puisque eHf+g=1, e+f+g—i—o. 


Ce résultat, le même que l'espérance mathématique, 
montre que l’espérance morale a sensiblement la même 
valeur, lorsque les sommes éventuelles sont très pe- 
tites par rapport au bien antérieur ; conséquence qu’il 
ne faut pas perdre de vue, et qui suit également de 
toutes les hypothèses qu’on pourrait faire sur l’impor- 
tance des sommes éventuelles. 

Voici les principales applications que Daniel Bernoulli 
fait de sa formule. 


* 


79. Premièrement, il cherche le sort d’un joueur 
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possédant 100 pièces, etayant la probabilité À d’en ga- 
gner ou d’en perdre 50. Dans cecas, : 
| .{ 
I I 2 
=) Ÿ pi ns g=0,a—100, æ—b0, 8—==—"50; 


il vient | r 
Fe (100 + 50)° (50)* — ÿ/50.150 = 87: 


ce joueur aurait donc 13 de perte sur son état pri- 
mitif; elle se réduirait à 6, si l’on faisait a — 200. 


80. Dans la seconde question, Bernoulli suppose 
qu’on-demande à un négoctant une somme de 800 pièces 
pour lui garantir (ou assurer) le Prix de marchandises 
dont la valeur s'élève à 10000 pièces, et qui, devant 
étre transportées par mér, seront FEROFÉAE à un risque 
de ut dont la probabilité est — 555 ; convient-il à ce 

égoctant d'accepter le marché qu'on lui propose? Pour 
en tn comparons les valeurs physiques de la fortune 
de ce négociant , lorsqu'il court les risques du trans- 
port, et lorsqu'il accepte la garantie (ou l’assurance) 
qui lui est offérte. Désignons toujours par a le bien. 
qu'il possède, outre les marchandises énoncées dans la “ 
question , et faisons 


&'— 10000, e = —<#, —= — ; 


l'expression pERFrAle de X donnera, pour le pre- 


mier Cas , 
x 9" 1 


: (& + 10000)*° a°°, 


et a + 0200 pour lé second ; dans lequel il y a une pérte 
certaine de 800 pièces, Donc, selon que - 


4 Ps 
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19/20 À ai 4 
(a+ 10000)" 4 ° ou > a + 9200, 
la garantie proposée donnera un avantage ou un désa- 
vantage moral au négociant. 
De là résulte une détermination. de a ou du bien 
qu ’1l doit posséder, pour pouvoir rejeter cette aésu- 


rance Met ce sera la valeur de a qui satisfera à 
l'équation 


(a + 10000)" 47° a + 9200, 


puisqu'elle est la limite qui sépare v avantage du dé 
vantage. Cette équation, traitée par rapport à à la le 
suivant les procédés indiqués pour résoudre par 4 
proximation les équations numériques, donnera 
a = 5043. Tant que le négociant possède moins que 
cette somme, la formule de Bernoulli lui prescrit dé 
faire assurer ses marchâändises. 

Il n’en est pas. de cette formule comme de:celle de 
[l espérance mathématique; les conditions n 7ÿ sont pas 
les mêmes pour chacun des j joueurs ; aussi pour com— 
pléter la solution du problème qui nous occupe, Ber- 


noulli. cherche-t-il le bien que doit posséder celui qui 


offrevla garantie (ou F assureur). En désignant ce bien 
par b, on trouvera que la valeur physique de la for 
tune dé l'assureur est, par suite de sa spéculation, 
( piste gr A ét 
(b + 800)°°(b — 9200)" ; 


et l’égalant à à, on aura l'équation 


D 


(b + 800)% (b2 g200)°° == ns 
qui doit déterminer la rate de à , au-dessous de. la- 
quelle l’assuréur aurait tort de se livrer à la spéculation 
qu’il a entreprise : cette somme est 14243 pièces. 


Ÿ% NA « We. 
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Il faudrait qu’il en possédât au moins 29878, pour 
pouvoir ne demander au négociant que 600 piècés au 
lieu de 800 , les risques demeurant les mêmes ; et. 
celui-ci aurait tort de rejeter l'offre, tant que son bien 
ne s’éleverait pas à 20478 pièces. Ces nombres se dé- 
terminent comme les précédens, en substituant seule- 
ment 600 à 800. 


8r. En se bornant-à chercher la valeur de l’es- 
pérance mathématique , on trouve qu’il est indifférent 
de risquer une somme dans un seul hasard, où de la 
partager entre plusieurs hasards ayant la même proba- 
bilité que celui-ci ; par exemple, de la placer sur un 
seul vaisseau, ou a la répartir entre plusieurs, lorsque 
le risque de perte est le même pour tous ces vaisseaux. 
En effet, a désignant cette somme, r le nombre des 
vaisseaux, dont, sur mn, il s’en perd n, toutes les 
chances de leur arrivée seront comprises dans ù formule 


skier - 1) mins 


GR) = + mn 


He PUS 
 —— —"" m' ni + etc. ; 
+ 1:2.3 + À 
la mise a étant partagée entre les r vaisseaux, l’ar- 


., Da) | ra 
rivée de tous ces vaisseaux vaudra une somme ps celle 


| a : : 
de r—1, une somme (r — 1) —, et ainsi de suite. Mul- 
r 


tipliant donc par ces sommes, les termes qui leur cor- 
respondent, on verra sans peine que le produit revient à 


ma (- —+- ED m'n+ EEE m'n-+etc.) 


= ma(m + n)T'; 
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. . ‘e , ? a 
et divisant par (nm + n), il en résultera = pour 


l’espérance mathématique, de même que si l’on n’avait 
considéré qu’un seul vaisseau. 

Quand on s’en tient à ce premier aperçu , sans faire 
entrer en considération la plus ou moins grande pos- 
sibilité de répéter les épreuves, la formule de Bernoulli 
paraît plus d'accord avec l'opinion commune, qui porte 
à diviser les sommes aventurées. Pour le montrer, il 

_ détermine successivement le sort d’un marchand qui, 
possédant 4000 pièces, et attendant par mer pour 8000 
pièces de marchandises, fait charger ces marchandises, 
soitsur 1, soit sur 2 vaisseaux, dont la probabilité d’ar- 
rivée est . Dans le premier cas, la valeur va 
de la fortunc de ce négociant est 


As 1 


(120c0)'° (4000)!'° = 10751. 


Le second, offrant trois évènemens composés dont 
les probabilités sont (2), 2-.—+, (2)° (20), ce qui 
donne « — 8000, B— 000, > —0, conduit à 


si 18 DAT 
(12000)'°° (8000 )'°° (4000 )'°° = 11033. 


En retranchant de ces sommes les {000 pièces , bien 
antérieur que possède le négociant , on aura 6957 et 
7033 pour les valeurs morales des sommes éventuelles 
qu’il attend. Par la formule 3 l’espérance mathéma- 
tique , on trouvera 8000 X © — 7200 , somme plus 
forte, mais dont les résultats, , tirés de la formule de 
Bernoulli, s’approcheront d’autant plus que les mar- 
chandises seront réparties sur un plus grand nombre 
de vaisseaux. 


82, Ce géomètre termine le mémoire dont je donne 


L 


it 
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l'extrait, par la solution du problème qui fit naître les : 
premiers doutes sur l’évaluation de l’espérancé mathé- 
matique, adoptée sans discussion par les inventeurs du 
calcul des probabilités. Il fut proposé à Montmert par 
Nicolas Bernoulli (*), et reçut le nom de probe de 
Pétersbourg;, à cause sans doute de la:mention qu’en 
a faite Daniel Bernoulli, dans les Mémoires académiques 
de cette ville. Voici l’énoncé qu’en y trouve : Pierrese 
proposant de jeter en l'air une pièce de monnaïe , pro-- 
met de donner à Paul 1 ducat si, dès le 1°* coup, cette 
pièce étant tombée, montre la face ; ; 2, sicela n’ar= 
rive qu'au 2° coup; 4, sice n'est qu'au ‘3°, et ainsi 
de suite, en doublant à chaque coup; on demande le 
sort de Paul. Gette sorte de jeu se nomme en français; 
croix ou pilè, pile désignant la face qui doitparaître a 
il revient au jet d’un dé qui n’aurait que deux faces. 
in appliquant le calcul,aux conditions indiquées 
ci-dessus , on trouve pour Paul les probabilités 


Ni ner 1 
LT PT 7 "4 e Mots 29: 

de gagner 

+ 1 4 331527) ducats, 


selon que pile n’arrivera qu’au 
€ ë L » 
14 D 0 ones e JL ICOUTE 


& à A u 3 
son espérance mathématique de gain vaudra done 


] 
2 


dti, a 
I +72 Hat. + L'on, 


Or 


. 1 LL > LA . ? # °. à ? * pe 
, puisqu'il n’est pas impossible que pile n'arrive 


. 


(*) Analyse des jeux de hasard, p. 402, 5€ problème. 
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qu'après un nombre de coups plus grand quetelnombre 
qu'il plaira d’assigner,; ne s’ensuit-il pas qu'avant de 
commencer le jeu, il faut supposer ce nombre in- 
ini? La mise de Paul doit donc être infinie ; mais 
quel homme sensé voudra risquer à ce jeu , non pas uñe 
somme infinie, ce qui est absurde, mais même une 
sommié tant soit peu forte ? Voilà le paradoxe que les 
yéomètres ont cherché à expliquer où à éviter. 

Quelques-uns ont pensé qu’on leverait toute difficulté, 
soit en fixant pour le maximum de pain-une somme 
tellement grande, qu’on dût regarder comme absolu. 
inenñtinutile tout ce qu’on pourrait y ajouter, puisqu'on 
wen’saurait faire aucun emploi, ou bien en fixant une 
probabilité assez petite pour qu’on püt la consi- 
dérer comme nulle, et regarder comme impossible 
l'évènement auquel elle répond. Par la première consi- 
dération, on place le terme du jeu au coup, dont le 
gain rapporterait la somme prise pour limite de 
celles qu’il est utile de posséder. Cramer proposait 
|pour cette limite, le nombre marqué par 
1 242 10777240, 
en prenant l'écu pour l'unité. Si l’on y substituait le 
|ducat, employé dans l’énoncé du problème, le jeu fi - 
| nirait au 25° coup, et la mise de Paul se réduirait à 
12 2. Mais si l’on regarde comme superflue toute aug= 
mentation faite à la somme 2°{, pourquoi ne se borne- 
rait-on pas aussi bien à la somme 2**-— 1, qui en 
diffère si peu; et en continuant ainsi de proche en 
proche , où s’arrêterait-on? 

Si l'on voulait terminer le jeu lorsqu'il y a une 
probabilité très voisine de l'unité, que pile a du’arriver, 
et une probabilité contraire aussi petite que cellé qu’on 
est convenu de regarder comme nulles'en prepant 
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>; pour celle-ci, le jeu devrait finir au 13° coup 
puisque la probabilité de n’amener pile qu’au 14° e: 
3x Dans cette détermination, la mise de Paul » 
serait que de 6 ducats et + ; mais si l’on regärde comm 
nulle la probabilité —=, et la fraction 5 comm 
la certitude morale, ainsi que le voulait Buffon, qu 
fera:t-on pour les probabilités S%58 et 12222, qui dif 
fèrent très peu de la précédente ? Il est donc impos 
sible d’assigner des limites aussi fixes à des évaluatior 
qui conservent toujours quelque chose de vague. Je re 
prendrai ces considérations dans la suite ; mais ce qu 
je viens de dire suffit pour conclure, avec Dani 
Bernoulli et Condorcet, que les explications précédenti 


sont peu fondées. 


83. La formule de Bernoulli entre mieux dans | 
difficulté , parce qu’elle ne met aucun terme à la du 
rée du jeu. En désignant par a le bien de Paul, et ps 
æ ce qu’il doit mettre au jeu, son avoir sera, si pi 
arrive au 


1°" çoOup, a—r+1;au2°,a—x+2;au3, a—x+/,et 
correspondant à des probabilités 
k I 


1 
3? f’ 5 

ce qui donne pour la valeur physique de la fortune 

d’après-les conditions du jeu, 

X—(a—xæ4 1) (a—x—+o) (a—x+4) etc. À 


qu’il faudra égaler au‘ bien antérieur a, pour exprime 
que le sort de ce joueur n’est pas changé : : ON aur 
donc l’équation 
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a—=(a— x + 1? RAR EE (az +4 etc., 


ont le second membre doit renfermer un nombre ià- 
ni de facteurs. 

| On ne tirerait pas aisément d’une do LT équar 
ion les valeurs de x ; mais en faisant a—x—a", 
ile devient 1 

! 


at D (a+ 2) (a+ 4 (a+ 8 ete, 


A à 
| tit TA LE LES de a par "celle dé ad, d’où l’on 
éduit ensuite celle de pue. LE peut la te sous 
k forme 7% 


pe 
! 
L 
8 
AA 


| + “ 
a =, 1? jp fs Gr etc. 


CAO 


ù l’on voit que les facteurs du second nombre de 
oïssent toujours, et ont pour limite l’unité, puisqup 
ans leurs expressions g générales 


En I 
2” d \2 
2 et (: + +) À 


exposant tend à s’anéantir. 


Si l’on prend les logarithmes de chéltque membre, 
| viendra | 


ne ee (+S+ EE +ete.) La | 
Ho (ad 


1 a 
+ | I +3) + etc. 
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. La série qui multiplie 12 se décompose en 


2 : —2 
L' + (=) +4) etc. à jet ze js =) = ti | 
la première partie du second membre à done pour 
limite 12. Quant à la seconde partie, elle devient 
assez convergente lorsque a” n’est pas considérable sit 
fait par décroître plus rapidement que la progress 
par quotient 2,2, etc., parce que Île logar ht de 1+ 
approche de plus en plus d’être proportionnel à £h) 
lorsque cette quantité est une fraction qui décroit 
sans cesse ; et comme alors 1(1 + 2) < 0,434z ERA est 
facile de s'assurer que la valeur de a reste finié, tait 
que a” est fini, ce At détruit le paradoxe. | 
Quand on fait 4 — 0, on obtient a=— 2; cela yeut 
dire que si Paul ne Hobsénait que 2 ducats , et qu’il les 
miît à ce jeu ; la valeur morale de son avoir né chän- 
serait pue 
Si lon pose a—x—106, et qu’on emploie 10 
termés, on trouvera que a=104,38, à moins de —— près 


d’où at SR 


84. De ce que la formule de Daniel Bernoulli pa= 
raît satisfaire assez bien aux diverses épreuves où ‘nous 
l'avons mise, s’ensuit-il qu’il faille a substituer à celle 
de l’espérance mathématique? Condorcet.ne lé pensait 
pas, et avant lui, Nicolas Bernoulli (neveu .de Jean) 
était du même avis : voici l'exposé de leurs, motifs 
Nicolas jai i ne voyait dans les résultats de k 


(*)} Après des calcals‘un peu différens des précélens, on lit dans 
la Théorie: analytique des Probabilités ( (p.441), ‘a 107,89; 
mais Ja différencé ne vient que de lat ivegité des données : Laplace 
suppose que si ia face est amenée au premier coup Pierre 
donne 2, au lieu de 1 que pôrte Fénoncé de la page" 138. 
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première -de ces formules , que des conseils propres à 
éclairer les personnes qui voudraient se livrer à des 
spéculations | su. le hasard, et non pas des règles pour 
établir un partage équitable entre les joueurs, Daniél 
Bernoulli, qui nous a fait connäître cette opinion de 
Nicolas , déclare MER | au commencement de 
|son Mémoire , qu'un tribunal devrait suivre d’autres 
|principes que ceux qui servent de fondement à sa for- 


mule. Placer deux joueurs dans une situation telle 


qu'aucun d'eux n ‘ait. l'avantage sur l'autre, &e que 
fait. la règle des paris, est aussi ce que prescrit ‘la 
justice rigoureuse (*). La formule de Bernoulli, qui 
[met au contraire une différence entre les deux joueurs, 
‘én favorisant celui qui a le moins de fortune, est des= 


F J ‘ : | 
|tructive de toute convention de jeu. L’une des par 


iére peut bien sentir que la perte lui portant un 
plus grand dommage, il lui serait avantageux de duni- 
muer sa mise et d’augmenter son gain; mais Dre 


(9 Quoi cüm FAT sit ratio, Cur expectanti plus tribui debeat 
uni quäm alteri, unicuique æquæ sint adjudicandæ partes; ra- 
\tiones autem Sarfas considerari , quæ personartm slatum res- 
| Piciant, solasque illas perpendi, quæ ad conditiônes sortis per- 
Lrisaue Tälew .sententiamr Jerant judices supremi., public& 
| auctoritate, constituti,, at verd hoc loco non judicia sed consi- 
Lia danda sunt ; regulæ nempé, , quibus : quisque suant sibimet 
|æstimare.  debeat sortem pro diversé rérum suaruin constlitu= 
\tione. Voilà sous quel poiut de vue Daniel Bernoulli présente ses 
principes (pag , 179-170 du Mém. cité p. 129.) WE 

Voyons à présent ce qu’il rapporte de la lettre de Nicolas Ber- 
moulli. 1s verd testatus est nequaquar sibi dispticére méarn de 
 mensuré, Sortiurm sententiam , si mod quivis suæ SoTLis æstitn= 
or sit ; aliter vero se rem ice es si tertiusinstar judicts secun- 
dm equitatem et justiliam unicuique collusor um sortem as+ 
\signäre debeat. Ft il ajoute : Id ipse pariter in Ÿ 2 exposui. 
(pag. 189—190 du Mém. cité.} : 


ties , en consultant ses intérêts et sa situation parti- 
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partie peut-elle consentir à un pareil arrangement? Le 
mal ne serait pas grand ; sans doute, s’il résultait de 
cette difficulté de s’entendre un afaiiliphs dans 
le goût du ] jeu: mais pour prononcer sur le mérite de 
la formule'de Bernoulli , il faut examiner si la théorie 
ordinaire des probabilités ne motive pas aussi bien les 
conseils donnés par le seul emploi de la raison. 
Cette théorie établissant la nécessité de répéter 
l’épreuve du hasard un nombre de fois de plus en plus 
considérable, pour atteindre à des probabilités un peu | 
fortes, de ne pas perdre au-delà d’une certaine por- 
tion, non de la première misé, mais de la somme de 
tata (68, 71), somme qui va AU croissant, n’en 
résulte-t-il pas naturellement le conseil de ne F# 
aventurer des sommes considérables dans un jeu même 
égal, lorsqu'on ne part pas en répétersouvent l'épreuve, 
et par conséquent de n’exposer chaque fois qu’une très 
petite partie de ce que l’on possède? La formule de 
Bernoulli, dira-t-on, fait plus; elle doune une 
mesure précise de l'influence que ce conseil doit 
exercer sur le joueur. À cela on peut répondre, d’après 
ce qui a déjà été dit'dans le n° 75, qu'il ne faut pas 
attacher à des valeurs numériques déduites d’hypothèses 
qu’on peut varier de bien des manières , plus d’mmpor- 
tance qu’elles n’en ont réellement ; et Daniel Bernoulli 
m'en fournira lui-même la preuve. IL observe qu’un 
homme dénué de fortune ; n’ayant que la probabilité! 
de gagner une somme ee 20000f7*, par exemple, 
aurait tort de ne pas céder cette espérance pour 900off!, 
quoique la valeur en soit 10000", suivant la règle o- 
dinaire. Voyons ce que ‘donne sde de Bernoulli. Soit 
toujours a le bien antérieur ; la fortune physique du 
possesseur de l’espérance dnit il s’agit serait 
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1 1 | 
(a + 20000) a. . 
: d “ FR si at 

Souvenons-nous que & ne peut jamais être-nul (76), 
et faisons, a — 5oof"*, ce qui est bien au- dessous du 
capital le plus faible auquel puisse répondre le prix 
annuel de l’industrie d’un homme: nous trouverons 


, W600.20500 — 3202 environ, d’où retranchant 500, 
il restera 27027, somme très inférieure à 10000f7- ; 
mais pouvons-nous dire que c’est bien là le minimum - 
de ce qu’on peut accepter en échange de l'espérance pro- 
|posée ? Ne peut-on pas se trouver dans une situation qui 
‘impose l'obligation de se contenter à moins? N'est-ce 
pas avec raison que Bernoulli lui-même dit que 2400 
pièces, pour un homme qui en possède déjà autant, mais 
Œuien a besoin de 4800 pour racheter sa liberté, ont 
beaucoup plus de prix que pour celui qui ne possède 
rien, mais qui est libre? De semblables circonstances ne 
peuvent être soumises au calcul ; et c’est abuser des 
formules, que de les employer à une telle évaluation. 
N'oublions pas que c’est seulement comme valeur 
moyenne, comme ayant la plus grande probabilité réla- 
tivement à toutes les autres, que l'espérance mathé- 
magique est prise pour mesure du sort. 


l 


: 85. Considérée ainsi, la formule de l’espérance 
mathématique ne peut être employée qu'autant qu’il 
peut exister uñe valeur moyenne propre à remplacer la 
valeur réelle, qui est iiconnue ; or cela n’a pas lieu 
pour le problème de Pétersbourg (82). Un jeu dont 
la décision embrasse un nombre infini de coups 
successifs, et qui, par conséquent, ne saurait être 
considéré comme devant se: répéter, ne comporte 
point, par cette raison, de valéur moyenne des éve- 


nemens divers qu’il peut amener. Il ne faut pas 
3* édition. 


e- 


F 10 
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même en reculer"la limite à l'infini, pour sentir 
l'absurdité qu'il y aurait à faire usage d’une valeur 
moyenne. On a ‘déjà vu que Paul ne doit mettre au 
jeu que 6 dücats !, si l’on borne le jeu à 13 coups; 
mais alors si pile n'arrive pas, Pierre devrait 
donner 2"? — 4096 ducats, somme dont la perte ne 
serait réparée que par le gain d’un nombre de parties 
trop grand pour qu’on puisse en concevoir une es- 
pérance raisonnable. Si l’on allait jusqu’à 27 coups, 
l'unité étant 1 centime seulement, la mise de Paul 


1 


ne serait que 13 centimes +, et Pierre pourrait per=. 
dre 1342 177,28 ; la probabilité de cette perte 


! 


m I ” a A : * ' 
étant — ; serait extrémement petite, mais non pas 
2° | 


encore nulle. . 

La formule de l’espérance mathématique, entendue 
comme elle doit l'être (66), paraît donc d’accord avec 
les notions les plus saines sur le jeu, admet les consé- 
quences de cesnotions, et fortifie les leçons de la pru- 
dencé, en conduisant toujours à la nécessité de ne risquer 
que de petites sommes à la fois, ce qui ne permet 
de faire du jeu qu’un amusement sans conséquence, 
Si l’on s’écarte de cette sage réserve, la règle ne 
peut plus que mettre une parité exacte de danger entre 
des hommes avides, dont chacun spécule sur la ruine 


dé l’autre : c’est une sorte de duel dans lequel il faut 


égaliser les armes ; car suivant l'observation très juste de 
Condorcet, le but de l’appréciation des évènemens livrés 
au hasard, est atteint quand les joueurs sont placés 
dans le mêmeétat; mais on ne saurait faire que celui d’un 
homme qui joue soit le même que s’il ne jouait pas. | 

Si donc la prudence permet de se livrer à des spés 
eulations sur les hasards. ce ne peut être qu'à celles 


qui, par leur nature, doivent rapporter au-delà de ce 
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que les probabilités assignent pour l'espérance mathé- 

matique. Alors, suivant l’observation du n° 69, plus 
| l’entreprise est répétée, plus la probabilité du succès 
| augmente. De pareilles spéculations, dans les jeux 
| proprement dits, blessent les lois de la probité; et si 
| des considérations particulières engagent les Gouver- 
| nemens à les tolérer, l’opinion publique, plus sé- 
: vère, doit les flétrir; mais il en est tout autrement 
des spéculations de commerce, des assurances et de 
| toutes les entreprises où le bénéfice est acquis comme 
salaire d’un travail utile, et en échange de valeurs 
| réelles. | | 


| 


148 TRAITÉ ÉLÉMENTAIRE 
€ : 


AAA AA AAA AAA AAA AAA LU VU UV AA AA VD VAN AAA AS NA Re 


SECTION SECONDE. 


Détermination de la probabilité à posteriori, 
c'est-à-dire lorsque le nombre total des 
chances est illimité, et que ses rapports 
avec le nombre des Seat de chaque es- 
pèce sont inassignables. 


86. Quand on ne connaît point la forme du dé, 
ou la condition de l’urne qui produit les évènemens 
observés, il faut, pour remonter à leur probabilité, 
considérer toutes les formes ou les conditions dont ils 
peuvent résulter, ‘afin d’en déduire une sorte de proba- 
bilité moyenne qui approchera d’autant plus d’être la 
véritable, que le nombre des observations sera plus 
grand (43). 

Si, par exemple, on a tiré successivement d’une 
urne 3 boules blanches et 1 noire, en ayant soiu de 
remettre chaque fois la boule sortie, qu’on sache que 
le nombre total des boules est 4, tant blanches que 
noires, mais qu’on ignore combien il y én a de chaque 
sorte, on pourra faire, sur la condition de cette urne, 
les trois hypothèses ci-dessous : 


3 boules blanches, 1 noire, d’où e = D = 7’ 
2 
4 


e 
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é désignant la probabilité de l’arrivée d’une boule 
blanche, f celle de l’arrivée d’une boule noire. La 
probabilité de l’évènement composé de la sortie de 
3 boules blanches et de 1 boule noire, étant exprimée 


par 4e%f (22), deviendra successivement 


27 16 3 : 

64 64 64 
La dernière hypothèse, qui donne la plus petite pro- 
babilité pour cet évènement composé, est aussi en 
elle-même beaucoup moins probable que les deux autres 
hypothèses ; car si l’urne ne contenait qu’une seule 
boule blanche, il faudrait que cette même boule fût 
sortie trois fois de suite : on conçoit qu'il y aurait 
moins de difficulté s’il y avait 2 boules blanches, et 
encore moins s’il y-en avait 3. La facilité avec laquelle 
chaque hypothèse amenerait les évènemens observés, 
donne naturellement la probabilitéde cette hypothèse; 


<ar plus elle offre de combinaisons favorables à la 


production de ces évènemens, plus on à ‘occasion 
d’en xépgier le jugement de possibilité (5 et 6). C’est 
ainsi qu’on à posé pour principe que les probabilités 
des causes (ou des hypothèses) sont proportionnelles 
aux probabilités que ces causes donnent pour les évè- 
nemens observés (*). : 

Dans l'exemple actuel , les Drobubilires des trois hy- 
pothèses établies sont proportionnelles aux nombres 


: 


(*) Cet énoncé se trouve dans le tome VI des Savans étran- 


gers (P: 623). Bayes, dans les Transactions philosophiques de 
1763 (p. 370), et Price, dans celles de 1764 (p. 296), s’étaient déjà 


occupés de ce sujet; mais Laplace l’a réduit le premier à Ja 
fotme ânalytique sous laquelle on le traite-maintenant, qui en fa- 
cilite et en généralise beaucoup les applications. 
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27, 16, 3; leur somme doit être d’ailleurs épale à 
l’ünité, puisque l’une de ces hypothèses a nécessaire- 
ment lieu (8) : il suit donc de là que chacune des pro- 
babilités dont il s’agit est égale au nombre qui lui cor- 
respond , divisé par la somme des trois nombres, ce 
qui donne les.fractions 


% 


27 16 Se 

46 46 46 
On peut dire aussi que, sur les combinaisons fournies 
par l’ensemble des hypothèses, les 27 + 16 + 3—/46 
qui s’accordent avec les évènemens arrivés, sont les 
seules possibles , ét que la probabilité de chaque hypo- 
thèsé se détermine comme celle d’un évènement , en di- 
visant le nombre de cas où elle peut avoir lieu, par 
celui de tous les cas possibles, ce qui donne les mêmes 
fractions que ci-dessus. 

Enfin, il faut refnarquer encore que ces fractions, 
ou les probabilités des diverses hypothèses, se forment 
en divisant la probabilité de l'évènement composé, 
calculée dans chaque hypothèse, par la somme de ses 
probabilités dans toutes les hypothèses (*). 

IL est facile de voir que cette règle est générale; 
car si l’on désigne par k, k’, k", k°, les probabilités des 
diverses hypothèses susceptibles d’amener l’évènement 


(*) En traitant l’exemple* ci-dessus, Gondorcet, de qui je l’ai 
emprunté ( Élémens du Calcul Le Probabilités, p- 65), fait 
cinq hypothèses, c’est-à-dire toutes celles qui peuvent se présenter 
quand on n’a pas égard aux évènemens observés. En effet; on peut 
alors supposer que les 4 boules sont blanches, ou qu’elles sont 
noires; mais comme ni l’une ni l’autre de ces dernières hypo- 
thèses ne saurait amener les évènemens observés , elles donnent zéro 


pour leur probabilité, ce qui ne change rien au résultat obtenu 
ci-déssus. 
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\ 
composé qui à eu lieu, et par a, a, a", a”, les pro- 
babilités que chaque hypothèse donne pour ces évène- 
mens , On aura 


AHRERER— x, 


h°. po À ET AT à a" ° a": 


LA ] . +? [1 
d’où il résulte 


f (H sn" ( 


a : 4 u " 
h= 5; dit, LE his R" —: 


T' représentant a + a + a" + a”. 


87. Quand on a déterminé la probabilité de chaque 
hypothèse possible, on en déduit facilement la pro- 
babilité des évènemens qui peuvent arriver aux tirages 
suivans, dans notre exemple, celle d’amenéer au 5° 
tirage une boule blanche ou une boule noire. Il n’est 
pas difficile de voir que ce problème revient à celui 


| du n° 18, et se résout par les probabilités composées. 


Les trois hypothèses établies peuvent être considérées 
comme trois urnes différentes, de l’une desquelles doit 
nécessairement sortir rs attendu: La proba- 
bilité de cet évènement se composera donc de celle 
qu'il à dans chaque hypothèse, multipliée par celle 
de l'hypothèse : ainsi l’on aura pour la sortie d’une 
boule blanche , au 5° tirage, 


16 I 116 
Rat * it 4 184 


+ 


_et pouf celle de la sortie d’une boule noire, 


AL 16 [3 68 
m6 7 + 7% 4 es 184 


On trouverait de même, pour tout autre exemple, 
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que la probabilité d’un nouvel évènement simple s’ob- 
tient en calculant, d après les évènemens passés , læ 
probabilité des diverses hypothèses possibles , et Hiônt | 
la somme des produits de ces probabilités par celles de 
l'évènement, prises dans chaque hypothèse. 


88. Pour construire des formules générales sur les 
principes énoncés précédemment , il faut d’abord ob- 
server que dans les évènemens naturels, le nombre 
total des chances doit être regardé comme infini, et 
toutes les probabilités simples, c’est-à - dire tous les 
rapports compris entre o et 1, comme possibles tant 
qu’on est dans l'ignorance absolue du véritable ou de 
limites plus étroites entre lesquelles il se trouve ren 
fermé. C’est donc dans un nombre d’ hypothèses con 
sidéré comme infini, qu’il faut déterminer les  proba- 
bilités de l'évènement composé qui a eu lieu ; et voici 
de quelle manière on y parvient. 

Soient À et B deux évènemens contradictoires, dont 
l’un est arrivé 7n fois et l’autre n fois. Supposons l” unité 
divisée en parties très petites, représentées par «, et : 
concevons que la probabilité simple de l” ji NUE A 
puisse être l’un quelconque des termes de la série 


dj lou," Say  Au,Niétc.; 


enfin, pour abréger, désignons par € le coefficient 
du terme affecté ER emfr dans le développement dé 
(e + f}"+%. Cela posé, les diverses probabilités de 
l'évènement composé de m fois 4 et de n fois B, for- 
meront la suite 


Ca"(r — a)", C{aa)"(1— 22)", C(32)"(1 — 34)... 
SA C(i —«à)"a, 


dont un terme quelconque peut ètre représenté par 
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Cx"(x — x)"; la somme e 


C£a"(r — a)" (2a)"(1 — 2a)+(32)" (1 —3a)"... 
+ ( —a)a" } Cf 


sera le dénominateur de la probabilité particulière de 
_cliaque hypothèse (86). La somme faugmente à mesure 
que + diminue , et tend à devenir infinie ; mais si on la 
divise par le nombre des termes dont élle se compose, 


ge 
etquiest-, le quotient af reste fini, et devient sus- 


_ceptible d’une limite assignable, ainsi qu’on peut s’en 
assurer par la considération des courbes ét Le calcul in- 
tégral (voy. note III); de plus, le sujet étant très 
important, je vais exposer, pour les lécteurs qui ne 
connaissent point ce calcul, le procédé, par lequel 
Condorcet y a suppléé dans cette occasion (9: 

Le terme général étant alors représenté par. .... 
ax"(1 — x)", on suppose que la somme de tous ceux 


. AUS T 
qui le précèdent, et dont le nombre est CNT L 


soit exprimée par 


Aati(rr) Æ Barr 2) | 
+ Cam#s(1 — x)" * + etc. , 


A, B, C, ete. désignant des coefficiens indéterminés, 
hypothèse que le calcul justifie. Si l’on fait croître x 
de la quantité «, cette somme deviendra 


+ {*) Élémens du Calcul des Probabilités, p. 70. Ge procédé 
n’est, dans le fait, qu’une vérification du résultat donné. par le 
calcul intégral ; mais il est utile de ramener à lAlgèbre ordinaire la 
démonstration d’une forwule sur laquelle repose toute cette parc 
du calcul des probabilités. 
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AG a (ca) + Be) (ray 
+ C(x+a)"#S(t—x—a)"? H etc. ; 


et si l’on en retranche la valeur précédente , äl restera 
l'accroissement qu’elle a reçu , et qui est précisément le 
terme ax"(1 — x)": on aura donc cette équation M 


AL GrHa) (re) mix)" 7 
+ BL (x+a) (ra) (1) } 
00 Le CN SR ET ET 
+ etc. —ex"(1 — x)"..... (L). 


Pour développer commodément cette équation, on 
fera 1 — x — 2, et l’on observera que la seconde ligne 
peut se tirer de la première en changeant, 4 en B, 
m+ienm+La,nenn—:1,et ainsi des autres. En 
ne s’occupant donc que de celle +ci, on obtiendra les 
expressions | 


= AE + (m2 + 1)ax"betc. } (z"—naz"'+Letc.) 

= Az" z" de (m + 1) Aax"z" — nAax "Tizi 

+ d'a + d'a L etc., 
où les térmes contenant des puissances de « supérieures 
à la première sont seulement indiqués. Retranchant du 
dernier résultat le terme Æ4x"#1(1— x)" — Ax"tizr, 
Le il restera , pour la première ligne de l'équation (EF), 


(m +1) Aax"zr — nAaxmtizn— E Aa + etc. 


On voit par là que tous les termes de cette équation sont 
divisibles par &, en sorte qu’elle se réduit à 


AL(m+i)x"zt — namtigni LE d'a etc: 
+ B{ (m—+2)rmtian: —(n — 1)2m+agnTs + B'a+etc. 
+ Cf(mH3)xr "2 (po) gr} C'a+ etc. 
+ ete. = 227. 
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Cette même équation subsistant toujours, quelque 
petite que soit la valeur de #, s’étend, iorsqu’on y 
fait 4—0o, au cas où le nombre ". des termes de la 
suite devientinfini; et comme elle doit avoir lieu quelle 


que soit +, il faudra l’ordonner par rapport aux quan- 
tités æ etz, ce qui lui fera prendre la forme 


{(m+1)4— 1 }amz"—{nA—(m+2)B} jm pe | 
7 {(n— 1)B — (m + 3)C }rmtezn — etc. = 0.. 


Alors en égalant séparément à zéro les coefliciens de 
chaque terme, on aura | ; 


| (ne 1-0, d'où 4 = 


m+1? 
| n 
nA—(m+2)b=0 , DB —(m+n(mE2) 

2 : vu Saut n(n—1) * 
(n—1)B—(m+3)C=0o, C E EURE LES , 
etc. | 
La, suite 


a { am(r —a)"+(aa)"(1—24)"... (ma) (rx a)"} 
a donc pour limite 


AMF ar) nan t?(r — x)! 


mA (m4 1)(m + 2) 
ce n(n —3)2 "rs 1 — x)" 
 (m+imæ+om+8) TT 
+ n(n — 1)(n—2)..... NME 


(m2 + 1)(m + 2)(m + SLA (m2 ni)’ 


car la valeur de cette expression naît avec la série, 


L 4 
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puisqu’elle s’anéantit lorsque x =, ainsi que le terme ! 


général ax"(1— x)" (*). 

Il faut remarquer que cette série s’arrête à x — à ; 
pour la pousser jusqu’à x ; il faudrait y ajouter le terme 
général ax(1—x)", qui devient d'autant plus petit que 
a diminue , puisque d’ailleurs x ne saurait jamais pas— 
ser 1 : on peut donc, à la limite qui répond à «—0, com- 
prendre ce terme dans la série , et substituer poûr x sa 
dernière valeur. C’est ainsi que pour avoir la série com- 
plète , il faut faire x = 1, ce qui donnera 1 


n(n—1)(n—02)......1 


Merrre r)(m + 2)(m +5). .i...(m+n +1)? 
telle est la limite des valeurs de af. 


89. Devant faire un fréquent usage de l'expression 
de la limite considérée ci-dessus, je représenterai cette 


limitg par S 17, lorsque j’ j'y regarderai x comme in- 


déterminée; mais dans les autres cas, j’indiquerai la 
valeur qui répond au dernier terme. Ainsi l'expression 


SR désignera la limite de la série prise depuis le 


terme où æ— 0 jusqu’au dernier terme Où T=1: 
sa valeur est la formule qui términe l’article précédent. 


S M désignerait la limite de la même série, arrêtée 
3 
au terme où x — +. Il suit de là que 


In à As 51" 
L* ÿ 0 “à 2 


donne la limite de la somme de tous lés termes de la 


, " 
{*)'Ceux qui savent les règles du calcul: intégral, verront bien 
que l’observation ci-dessus a pour but de montrer qu’il nc faut pas 
ajouter de constante arbitraire à lexpression trouvée. 
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Je af, à partir de celui où x va jusqu’à celui où 
Les sélebéh de ces expressions se Fémplifioué beau- 
coup lorsque n=0: le développement général de la 
page précédente se réduit à son premier terme... 

v+1 LES 
DV et à cause de (1—x) —=1,0ona 
m+r 

em) Le We r (m) 20 I 


et = 
S> of. LE s m+ 1° 


quand on fait t—1. 


90. Ces préliminaires étant bien compris, il est 
facile de s’élever à la probabilité des évènemens futurs. 
Suivant ce qui a été dit au n° 86, la probabilité d'une 
hypothèse ou d’un rapport quelconque HW, OUC 

a" (x — x)" dt EX), 
Due A UNSS | 
En la multipliant par x (87), on en déduira la proba- 
ax" Ti(1—x)" 
| AP AT 
d’où l’on tirera ce qui convient à chaque hypothèse 
en particulier, en y mettant successivement «&, 24, 
34, etc., à la place de x; la limite de la somme de 
er) 


bilité d’obtenir un évènement 4 deplus, 


, et la va- 


ces résultats. sera par conséquent ST 
x 
leur du numérateur se déduira de celle de Sr, 
par le changement de me enm+i, En substituant ces 
valeurs, il viendra ut QU 
n(n— 1)n—92)..... H 

(m + 2)(m+3).....(m+n+2) 

(m +" 1)(m + 2).. (mn +3) LS cmt 
; RUE LANR 22 M DUT TT mn e 
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après la suppression des facteurs communs au divi 
dende et au diviseur. 

Si l’on demandait la probabilité de l’arrivée d’un 
nouvel évènement B, la probabilité particulière de 
cet évènement, dans l'hypothbèe correspondante à x, 
étant IX, on aurait les expressions 


ax (x —x)tFr 


af é 
(m,n +41) é 
$, _n+r EitÀ 


SD mEn+2 


ax" (1 32) 


pr) ( — x) = 


mi Jui Ton na “à 
mn +2 mpnge® 


. . . mm 
aurait, suivant l’usage commun, les EXPressions —— 


man 


n 1e | 
AN , formées en divisant le nombre de fois que chia qu 


Au lieu des stabilité? 


évènement a paru, par le nombre total des évènement 
observés, et qui ne s’accordent avec les précédentes que 
lorsque m— n, auquel cas les quatre fractions ci-dessus 
deviennent ? : AS touteautre circonstance, la première 
évaluation diffère de la seconde. Si, par EEE | 
m—3 et n —2, l’une donne £et3, l’autre 5 et£;: 
mais ce qu'il faut bien remarquer, c est que l” Evalii 
tion rigoureuse s’approche sans cesse de l’autre. Cela sç 
voiten divisant par #+-n les deux termes des premières 
probabilités; elles prennent alors les formes 


m I n I 
mn. m+n un min 
De ee ete Eee de me e pq à 
: PRTETES 
1 + 1,4 LA 


mn , mn 
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ui ne devi t le et -2 u’en $upposant 
ne deviennent = et ——— | 


infini le nombre m+n. 
La différence 


m m pi mg AR ne arr: 
mn mbn+2 (m+n\(mtn+o) 
étant positive lorsque m > n, montre que celui des 
deux évènemens qui est arrivé le plus souventaugmente 
sans cesse de probabilité lorsque les nombres m et n 
conservént la même subordination dans leurs accroisse- 
mens. Le contraire a lieu quand m<n. Ces changemens 
sont remar quables parce qu ils sont produits par la 
seule répétition des faits; ainsi la théorie des proba- 
bilités à posteriori s CCE bien avec celle‘ de Ber- 
noulli sur les épreuves successives (34), puisqu'il ré- 
sulte de l’une comme de l’autre, ‘que le rapport du 
mombre des évènemens 4-où_B, au nombre total des 


ivènemens observés, a pour limite leur probabilité 
sinple. 


; or. La probabilité que sur un nombre p de renou- 
wellemens dù même hasard, il arrivera un nombre P—Q 
de èvèenemens À, et un nombre q d'évènemens B, s’ob- 
lient aussi sans difficulté, par les principes exposés 
récédemment. Dans HA oise correspondante à àc, 
a probabilité de cet évènement composé est-exprimée 
Jar IPI(1—x)9 , Si la succession des évènemens simples 
st déterminée, et par 

| 
Ap—1).….(p—g4+1) 


AT 12) = Cap (1x), 
1424 de mg 


Mans le cas contraire (20). Cette Heu étant mul- 
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tipliée par SRE ; Ti dd de l'hypothèse, 


on aura pour celle qu on cherche, 


xp (x — x)" T4 CaxM+P—I(r — x)" +4 
af af 


prenant la limite de la somme, depuis x —0o jusqu'à 
x—=1, et faisant Siton du coefficient © que 
est pren de x, il viendra 


Cr gin+4) 
re n) 


in +q\n+q—1)..... I 


RH p=g+im+p—g+).. (mpntph) 
SET 1)(72 #2), «0 .(m+n+ Di “ 
nfn—1)...:... Il 


expression que l’on ‘peut simplifier par la suppression 
des facteurs depuis » jusqu’à 1, qui multiplient et qui 
divisent en même temps, ce del donnera 


CHIEN ENS EVE PR (nr + 1) , 
(mt p—g+i)m+p—q+#2).(m+n+p+r 
X (m + 1)(m +2)... PP (mm + n + 1). 


Lorsque n > A g; on peut encore supprimer de 
mème les facteurs depuis m + p—qg#4+1 jusqu'à 
m +n—+1 inclusivement, et la formule ci- — dessus 
devient 


(m1) (m2). …(mhp=g) (n+ ne). (na) 
(m+n+-2)(mt}n+3)... (mnt p+1) ; 


Si l’on’ prend pour exemple, p=3, q9=—1, l’ex- 


DES PROBABILITÉS. 101 


pression pr -écédente donnèéra la probabitité de l évènc- 
ment composé 4A4B", égale à: 


(m + 1) (m4) (n +1) ù 
(mæ+n+e)mt+nts)(m+n +4)" 


et si l’on divise par m4 n chacun des facteurs du nu- 
mérateur et du dénominateur de cette fraction, on re- 
connaîtra aisément qu’elle tend sans cesse vers. .., 
mn 


(m+n) 
] li ] nm? 
babilités simples HE mi De ré 


constance à lieu pour l’expression générale 166,58 
prouve en développant cette expression avec lé secours 
des formules qui servent à calculer par approximation 
les produits formés d’un grand nombre de facteurs : on 


probabilité composée qui résulterait des pro- 


(21). La même cir- 


trouve alors que si les nombres 2 etn sont très grands 


par rapport aux nombres p et g, elle a pour limite 
mP— Int 
(m + nÿ° 


Ainsi, plus le nombre des Se observés aug- 


(Voyez la note 1.) 


. mente, moins les probabilités , soit simples, soit com- 


a —, 


posées, déduites des formules précédentes, diffèrent 
des probabilités déterminées à priori, ou plus les rap- 
ports donnés par la succession des évènemens représen- 
tentavec exactitude les probabilités simples. La possibi- 
lité de’‘prendre les uns pour les autres s’est offerte si 
naturellement à ceux qui les premiers ont médité sur ce 
sujet, qu'ils l’ont regardée sans évidente par elle- 
même ; mais on ne pouvait? s’en rendre compte sans 
le secours du calcul, qui montre qu’au lieu de 
légalité conjecturée, il y a une approximation conti- 
nuelle et de plus en plus rapide. , 
3° édition. II 


es 
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«92. Au moyen de formule que nous venons de 
construire, on réunit, dans une “expression toutes les 
probabilités des évènemens composés, auxquels peut 

donner lieu un nombre p de renouvellemens du même, 
hasard : il suflit pour cela de faire successivement 
4=0,—=1, =2, =3,.etc. En conservant les coefli- 
ciens désignés par €, pour laisser indéterminé l’ordre 
dle-succession des évènemens simples, on formera 


la suite 
US Me dl tps, +1) 
P 
re (mn) d T | se" 7 LM 
Gps +2) _ o(m, n+p) 
PRE) CO MER LE 
1.2 tr) ‘#5 el Gerra) 2" 

£ x 


qui tient ici la place que le développement du binome 
(ef) occupe dans la détermination & priori des 
probabilités pour les épreuves réitérées (22). La ‘sonnne 
des termes, depuis le-premier jusqu’au terme général 
pb D (P = q dus. 1) x on dd 
“SLT Er gi) 


1 À 


inclusivement, donnera la probabilité qu’il n'arrivera 
pas moins de Das q. évènemens A, et pas pe de 4 
évènemens 2. s 


. Quand n=oetg=0, Sn devient S = ee (89); 


et la formule précédente se réduit au ul terme - 


PCR à 


(nr + | ” LR” 
s +P) mt 1 | . 


Fa FA mn +p auz, I ? 


c’est la probabilité qu’on aura p dé fois de suite l’évè- 
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nement À, lorsqu'il a été : obséfvé m. fois sans, inter 


a. 


ruption. : s 
Si l’on partage le nombre p en parties proportion 


TP et Et 


nelles aux nombres met n, savoir, 


n+n mn À 
la somme des termes de la : suite précédentes à par tir 
dé celui qui est affecté de AE 

; mp np À 
(GC te +11 EAU NE m+n :) 


jusqu’à celui qui l’est de 


mp np . ’ 
mm + — —2Z, + ——— +43 
S M + n In —+- 71 
{ ? 


exprimer a la probabilité que, sur D renouvellemens du 
même hasard, le nombre des évènemens A ne s’écartera 
pas , au-delà dez, en plus où en moins, du nombre 
proportionnel à 7. 


93. Avant de passer aux applications, je dois encore 
montrer, comme je l’ai annoncé en commençant cette 
section, que les probabilités déterminées à posteriori 
sont ünesorte de probabilités moyennes : téla suit en 
effet de lx manière de ‘les obtenir, et jette un nou- 
veau jour sur leurnature. L'expression Cr"(1—x)" (22) 
étant lx probabilité d’améner m évènemens 4 et n 
évènemens Z , lorsque leurs probabilités simples sont 
æeti—x, la somme de ses valeurs calculées dans 
toutes les hypothèses possibles, divisée par leur nonibre, 
en donnera la valeur moyenne: (7raïté élémentaire 
d'Arithmétique, vègle d’alliage.) Mais, faire la division 
d’une somme de quantités, c’est la même chose que 
de diviser séparément chacune de ces quantités, et 

ue 


164 TRAITÉ ÉLÉMENTAIRE 


d'ajouter ensuite les quotiens; etquand on divise l'unité 
en parties égales à &, le nombre de ces parties est évi- 


%: 
demment —; or 
a 


LL x)" 
d = ax" (x — x)" : 


I 
d 


l'expression CET (89) peut donc être regardée 
comme celle d’uné valeur moyenne prise entre les di- 
verses probabilités qu’aurait, dans toutes les hypo- 
thèses possibles, l'évènement composé qui a eu lieu. 

Toutes les expressions subséquentes se déduisent éga- 
lement de ce point de vue. S'agit-il de la probabilité 
d'obtenir un nouvel évènement 4; la probabilité 
simple de celui-ci étant désignée par x, celle du nouvel 
évènement composé sera 


2 


Ca"(i—n)".x = Cx"ti(i x)" (232), 


expression dont la valeur moyenne, prise comme ci-des- 
sus, est CS Na ; mais cette. valeur moyenne, considé- 
rée comme la probabilitédunouvelévènementcomposé, 
doit. aussi se former en multipliant celle de l’évènement 
composé qui a eu lieu, par celle d'obtenir un évène-! 
ment 4 de plus (16) : celle-ci est donc égale au quotient | 
de la première divisée par la seconde , ce qui donne | 


PARC OC OS | 


NUE, ST ? è À | 


comme on l’a trouvé dans le n° 00. | 
Les mêmes considérations donneräient, pour Par! 
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laivée d’un nouvel évènement Z , la probabilité 


(m,n4-1) 
S, 
CCR 

S, 

La somme de ces deux probabilités est égale à 
l’unité, comme cela doit être ; car pour faire la somme 
de deux suites de termes, on peut commencer par 
ajouter les termes quise correspondent dans chacune , et 
prendre la somme des termes de la nouvelle suite for 
mée par ces additions : on aura donc ainsi 


ax" ( — x) + ax" (rs — x — . 
ax"(1 — zY'Ür + 1— x} ar xy, 


: 


et passant aux limites des séries ajoutées et à eee 
de leur somme, il viendra 


(m41,n) (mn) 7 (m,n) À 
S, Z S; . 179) S, F7 
d’où 


Set) OR Lonvre “EE N: 
gr) T gt — 
ï : 

94-Onétendrait sans peine ces coñsidérations aux for- 
mules générales des-n°* or et 92. La somme des teriñes 
dont se compose la dernière, qui embrasse tous:les 
évènemens possibles dans p renouvellemens du même 
hasard, doit être égale à l’unité, comme celle des 


| termes ‘du développement de (e Lfy. Il n'est pas 


: difficile non plus de voir que toute cètte théorie re— 


vient à prendre la probabilité moyenne de l’évènement 


| composé qui a eu lieu, pour l'unité à laquelle on com 


pare les probabilités qui résultent des combinaisons de 
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celui-ci avec les évènemens futurs.’ On peut donc 2 
visager aussi CES probabilités comme relatives à la pre- | 
mière. De là vient qu'elles ne sont pas toujours les 
mêmes pour les mêmes combinaisons d’évènemens fu- 
turs, ce quin arrive pas aux ? PE obabilités De minées 
à priori (22): | * 

En effet, la formule du n° ot change de valeur 
avec met n, quoique pet g demeurent les mêmes; et 
puisque de nouveaux évènemens observés modifient 
cétte valeur, il s'ensuit évidemment que pour tirer de 
ces formules des résultats utiles, il faut toujours que le 
nombre e p des évènemens futurs soit fort petit à l’ égard 
du nombre.m 4 n des év ènemens passés , et aussi que. 
ce dernier soit très considérable en Tui-mênie , afin qu’il 
ne suflisé pas de quelques nouvelles re pour 
changer sensiblement les résultats déduits des pré- 
cédentes. Avec ces restrictions, et pour des recherches 
dont la nature ne saurait exiger, ni même admettre, 
il faut le dire, une précision rigoureuse, on pourra 
presque toujours substituer aux nee de cette sec— 
tion, celles de la première, ce qui est fort heureux; 
car les calculs, déjà très longs par celles-ci, seraient 
le plus souvent impraticaäbles par les autres , sans le 
secours des formules approximatives citées au n° 27; 
aussi ne ferai-je.qu'indiquer quelques-unes-des ques- 
tions curieuses que Laplace a résolues sur cette 
matière. n 


-05. ‘Premièrement, il a Euh l expression appro- 
chéé dé la probabilité des résultats fournis par les Ta- 
bles de mortalité, lorsqu’on connaît le nombre d’ obser- 
vations sur lequel elles ont été construites. Ces Tables, 
dont j’exposerai plus l6in la formation; font connaître 
combien;surunnombre d'individus nésen même temps, 
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en reste à un âge donné. Soit m+nle premier 
ombre, et m le second ; lorsqu'on veut étendre les 
conséquences de ces observations à un nombre p d’en- 


f ans, où le divise en parties propor tionnelles aux ADAOBLES 
S; 


Dm 
m et m5 ce qui donne MT pour celui des survivans 


pn 

mn 
cier la confiance que méritent ces résultats, il faut 
chercher les probabilités que l’erreur dont ils peuvent 
ètre susceptibles est renfermée dans des limites assez 
étroites, ce qui se faiten calculant la somme des termes 
de l'expression du n°92, à us tir de celui qui est af- 
fecté de 


Alors » pour appré- 


| pm ns pn 
s (+ +2, ren" :) 
, | : 


? 


usqu’à celui qui l'est de 


Cm 
nv) FA 

? 7x “L n He +2 nr 

! $, 


] { 
Quoique Laplace. ait déterminé. assez suhplément 


la valeur approchée de cette some, il n’en donne 
point le calcul numérique ; en effet, on sent assez dès 

à présent, et l’on en sera nt ait convaincu dans 
la Suite, qu’un pareil ‘éxamen, devant être répété 
pour tous les âges, et surdes Tables très multipliées, 
est à peu près impraticable, et:que c’est principale- 
ment Ja finesse des artifices de calcul qu’il exige, qui 
en constitue Je mérite, comme de la plus RS au) 
tie dés recherches de ce genré. 


6° La seconde question dont je rapporterai l'énoncé 
4 ° 
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et les résultats, a eu une application effective. Dès 
qu'on s’est aperçu du. -peu de variation qu’offraient le 
nombre des naissances et celui des décès, dans une popu- 
lation dont la marche n’était point (rules par les 
fléaux naturels ou politiques, on a cherché à déter- 
miner les rapports de ces nombres avec le total de la 
population, en faisant le relevé des naissances et des 
morts, dans diverses parties du mème état, et pour plu- 
sieurs années, en même temps qu’on se pr Msn un 
dénombrement exact de ia population de ces parues. 
Le rapport moyen, obtenu ainsi, à paru propre à faire 
connaître la population de Vétat entier , d’une ma-— 
nière à’ la fois plus prompte et plus sûre qu’un dé- 
nombrement total des.habitans, qui entraîne toujours 
de grandes longueurs et souvent de grandes difficultés 
dans lexécution. Cette idée, mise au jour d’abord rl 
Moheau, a été suivie avec assiduité pendant 6 années 
par Duséjour, Condorcet et Laplace (*). Ils s bien 
proposé d’appliquer successivement leurs calculs à cha- 
cune des 182 feuilles de la Carte de la France, par 
Cassini : ce travail s’étendait à 149 feuilles, lor él a 
été suspendu. La révolution devait en avoir changé les 
élémens; c’est pourquoi Laplace l’a recommencé en 
1709. te gouvernement a ordonné, en conséquence ; 
de faire avec soin, dans 30 RAR choisis parmi 
tous ceux qui RAA alors la France, le’ relevé 


(*} Voyez les Recherches sur la population de la France, par 
Moheau , éd. de 1978, p. 32, et les /Zémoires de l’Académie des 
KR , années 1784—1789. 

Dans son premier Mémoire sur ce sujet ( Acad. des S$riences, 
1983, p. 696), Laplace prend 26 pour le rapport moyen sur 
toute la France. Le dénômbrement effectué à Paris, de 1816 à 1817 7 
montant à 713066 individus, et le nombre des naissances à 22421, 
il en résulte un rapport >> que 31,8. : 4 


{ 
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exact des naissances, mariages et décès , depuis l’an 8. 
jusqu’à lan 11 (du 22 septembre 1799 au 22 sep- 
tembre 1802), dans des communes de situations et de 
grandeurs variées ; il en est résulté : 


Naissances. Mariages. + Décès. 
110312 garçons, 46037, 103659 hommes, 
105287 filles, » 09443 femmes, 


et pour le montant de la population de ces mêmes 
coinmunes, à la seconde époque, 2 037 615 individus. 
Par ces nombres, les naissances des garçons sont à 
celles des filles dans le rapport de 22 à 21 ; les ma- 
riagés aux naissances, dans celui de 3 à 14; enfin, celui 
dela population aux naissances annuellés, est de28,353 
environ à 1, ce. qui portait à 42 500 000 de ORDER 
des habitans du territoire soumisalors au gouvernement 
français, et où le nombre des naissances annuelles 
s'élevait environ à 1500000 (*). Laplace voulant 
ensuite se rendre compte de la précision qu'il devait 
attendre de tous ses soins, a cherché la probabilité 
que cette évaluation ne serait pas en erreur de 500 000: 
voici la traduction de l’énoncé de ce problème, au 
moyÿen des formules analytiques. 

En repr ésentant par 72 — n le nombre des dis 
compris dans le premier dénombrèment, par n celui des 
naissances annuelles, qui est le + de la somme des nais- 
sances des deux sexes, rapportées plus haut pour 3 an- 
nées, par g lenombre desnaissances dans toute l'étendue 


— 


du territoire de la Francé DE exprimera la 


population de ce ter ritoiré , en y Aer le ne 


u 


Sn ————————————_——— 
(*) Théorie analytique des' Probabilités, p. 397. 


, 
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# 
4 dé naissances; ct Fe conséquent : 
CL 
(+ Le), +) 
CS; \ 


FLE MOSEE 


sera la‘probabiité que cette population se composèra 
des deux parties —"— AE je ie) —g et g: | 

Sunôncotifosng une suite de termes semblables n 
précédent, en donnant au premier exposant toutes les 
valeurs cpmprises entre 


nf ET qg—I+s 


* 


at 


m + 2 LÉ 
+ (= VE +9 à 


: . 


le second exposant demeurant toujours 7 + 9, 
la somme de ces termes sera. la probabilité que le dé- 
nombrement total conclu des naissances, ne s’écar- 
tera pas du véritable au-delà dunombre z, soiten plus, 
soiten moins (*): Enfaisant z = 500 000, les formules 


RP RU ae Cr 1r61 
approximatives, de Laplace lui donnent HG, Pour la 
| ? | , 102 


valeur de cette probabilité; et en portant z à 700 000, 


(*) Les dénominatiors : employées par Laplace sont un peu 
différentes de ceïles-ci : me + n répond à p, n à q, q à q'; x doit 
être changé en 1—x, et réciproquement. Laplace ne détermine | 
pas immédiatement la probabilité indiquée ci-dessus, mais sa ÇOr= 
traite , en prenant 4 depuis'500 000 jusqu’à Pinfini, et par un arti- 
fice d'analyse dont je donnerai une idée dans la note III. 
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M bntraire de cette même probabilité serait in— 
sensible. | Î 


. 


97. Dans tout ce qui précède, on a supposé que, 
pour la même hypothèse; la probabilité simple de- 
meurait constante , c’est-à-dire qu’on remettait chaque 
fois dans lurne la boule qui en était sortie. Cette sup-- 
position paraît apphcable à à la plupart des évènemens 
naturels, parce qu’on regarde leurs causes comme 
agissant toujours de la même manière, ou le rapport 
des nombres de chances également possibles comme 
constant. Condorcet, cependant , ne s’est pas restreint 
à ces considérations: il a fait l’énumération des y- 
pothèses que comporte le sujet, et les a soumises 
à une discussion-approfondie (*). Il en distingue trois, 
« 1°. celle où la probabilité est constante, où l’on 
» suppose chaque évènement (simple) également pro- 
» bable, ou du moins la probabilité” moyenne pour 
» MR déterminée d’une manière semblable (c’est 
» celle dôre nous nous'sommes occupé) ; 2°. celle où 
» l’onsuppose cette probabilité variable, mais indépen- 
» dante du temps où les évènemens sorit arrivés, et de 
_» lordre dans lequel ils ont été observés ; ge, celle 
» où on'les suppose dépendäns , ou plutôt pouvant 
» dépendre de cet ordre. ». 
|. La troisième hypothèse, commé la plus générale, 
| devrait être employée le plus souvent; car c’est un 

principe fondamental dans le calcul de probabilités, 
de prendre en considération tout ce qui n’est pas re- 
connu impossible. Or, ne peut-il pas arriver que les 
forces qui produisent certains évènemens se modifient 
ou s’altèrent, et que pee, cette xaison leur possibilité 


(*) Mémoires de l’Acadenitie des Sciences , 1383. p. 539. 
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devienne plus grande ou moindre? Que s'ils résultent 
d’un développement successif, l’ordre de leur produc- 
tion, l’époque à laquelle ils paraissent, influent sur cette 
possibilité? Tant que ces suppositions ne seront pas 
formellement écartées par des lois positives bien cons- 
tatées, les probabilités déduites de la première hy- 
pothèse ne pourront s'étendre qu’à un temps limité et 
devront être calculées souvent sur de nouvelles obser- 
vations..On sent bien que les formules relatives aux 
dernières hypothèses sont hors des bornes prescrites à 
un Traité élémentaire: je renverrai donc, pour ce su- 
jet, le lecteur au Mémoire cité dans la’ note, et à la 3° 
partie de l’Æssai sur la probabilité des décisions , etc. 

\ i . | 

Détermination de la probabilité des causes (ou des 


hypothèses) par les observations. 


98. Lorsque l’on regarde comme possibles, dans 
la pr obabilité des évènemens, tous les rapports com- 
pris entreoetr, la probabilité de l'hypothèse corres- 
pondante à x est exprimée par 

ax" (1 — L)" 


af (90). 


Cette fraction, dont le dénominateur a pour limite 
la quantité finie S°”” (88), est d'autant plus petite 
que « est moindre, et que par conséquent le nombre 
des hypothèses établies est plus considérable. Si done 
on suppose ce dernier nombre infini, « sera infiniment 
petit, et chaque hypothèse n’aura qu’une probabilité 
infiniment petite ; aussi n'est-ce point la probabilité ab- 
solue de l’une de ces hypothèses qu’on se propose de 
déterminer, mais les probabilités relatives, ce qui est 
très facile, puisque si l’on désigne par x” une autre 


Ld 
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rypothèse, on aura, suivant €@ quia été dit dass Île 

#13, pour la probabilité de la première hypothèse par 
apport à la seconde, | 


ax "(1x)" "(1 —x)" 


RE PME VS D PAM LT A CPE à inf. r: 7 
| LIT)" + ax M(I—X 1 x" (1—x)" 4x (IX ) 

| | - * . e A 

xpression Où æ disparaît. 

La valeur de cette expression dépend de celle des 


apports x et x’; et en la mettant sous la forme 


1 
ami x)"? 


I a ——— — 


M (i— x)" 


on verra qu’elle approche d’autant plus de l'unité, 
que x"(1— x)" surpasse 2'"(1—2x)" : elle atteindra 

donc la plus grande valeur dont elle soit susceptible, si, 

parmi tous les termes de la suite A 


a"(1—x)", (24)"(1— 24)", etc., 


bn prend le moindre pour z'"(1—2x’}", et le plus 
considérable pour æ"(1 — x)". Le premier ne peut 
jamais être nul, tant que l’un des nombres m, # 
n’est pas nul. 


| Quant au plus srand terme, on trouve , par le 
Lo différentiel, qu’il répond à x — a , C’est- 
| L 

à-dire que cette valeur, d’où il suit mr 
rend le produit æ”(1 — x)" plus grand que toute 
autre valeur qu’on voudrait assigner à x. Ge résultat 
est bien remarquable, puisqu’il nous apprend que Ia 
Iplus probable de toutes les hypothèses est celle où 
les probabilités simples des évènemens 4 et sont 
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égales au rapport du nombre de fois que chacun de: 
ces évènemens est arrivé, avec leur nombre total : il! 
rentre d’ailleurs dans la proposition du n° 20, quoiqu'il 
soit appuyé sur des considérations beaucoup plus gé- 
nérales. 


09: Cette méme hypothèse, outre qu’elle jouit de 
la plus grande probabilité relative, peut encore étre 
regardée comme s’approchant sans cesse de ‘La véri- 
table probabilité, à mesure que le nombre des observas 
tions devient plus considérable, c’est-à-dire qu’en assi 
gnant à ce nombre une augmentation convenable’, on! 
peut obtenir une probabilité aussi voisine de l'unité 
qu'on voudra, que la véritable valeur de x sera: 
comprise entre 

m | m 
D ju RE TC et m + 
e à . 
la quantité c étant aussi petite qu'on voudra. L’ex- 
pression de cette probabilité, se composant delasomme 
des probabilités correspondantes aux diverses valeurs | 
que l’on peut assigner à x entre les limites indiquées 
ci-dessus, sera évidemment | | 


Si? 201; CU) F 


«a 
CU) op (69) ? 
ont ; 
en faisant, pour abréger, AS | $ 
m ..m | 
— CE da ————— C.—= b P ' *| 
mm + n ? m+n L t' 


inais comme on y suppose que 77 et n sont de très. 
7, 1 

grands nombres , il faut, pour en trouvér la valeur, 

faire usage‘des, formules approximatives et du de: 
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intégral (voyez note IT); c’est pourquoi la démons- 

tration de la proposition énoncée au commencement 

de cet article ne saurait trouver place ici: je ferai 

seulement remarquer que cette proposition estanalogue 

à celle du n° 33, et appuie sur les considérations très 

générales qui servent à la détermination des probabi- 
| lités à à posteriori ; le théorème fondamental que Jatques 
Bernoulli n’avait prouvé que dans l’ordre des probabi- 
 lités déterminées à priori. y ‘ 


* 100. On voit aussi, par ce qui précède, que si la 
probabilité d’une hypothèse en particulier, est inassi- 
| gmable’, celle d’un ‘ensemble d’hypothèses comprises 
entre des linutes dont la‘différence est finie, a une 
valeur finie, puisque telle est celle de l'expression 
m,n m,ti 
sm Muriel ) , 


a 


L ——— 


x (n,n) 
S, 


D 


dans tous les cas où à —4 est une quantité finie : cette 
remarque est bien importante. Quand, par exemple, 
on observe une supériorité constante dans le nombre 
de fois qu’un évènement se montre, sur le nombre de 
fois où se montre l'évènement contraire, on est porté 
à croire que la production du premier est d’une faci- 
lité plus grande que celle du second, ou qu'il y a 
june cause qui détermine plutôt l’un ane l’autre, ou 
(en fin, ce qui est encore la même chose LU lapr ee à 
ple du pr emier évènement surpasse 3 . Mais cette 
yance, qui n’est d’abord qu un en aperçu, se 
D. à mesure que les évènemens se repr oduisent. 
dans le même ordre de fréquence, est susceptible d’être 
appréciée, en déterminant, d’ apr ès le nombre des ch- 
servations , la probabilité que la valeur de x est’ com 


1? 
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prise entre Let 1, ce qui se fait par le moyen de. 
l'expression | 


SR a SE) St? 
(m,n) A pret 7 7 à n)° 
s, S, 


101. Ces formules ont une application très curieuse, 
pax rapport aux naissances. Arbuthnotayant remarqué, 
sur les listes des naissances arrivées à Londres depuis! 
1620 jusqu'à 1710, que le nombre de celles des garçons 
s'écartait peu du nombre de celles des filles, et pensant, 
apparemment qu'il ne pouvait pas exister de loi pri- 
mordiale qui maintintces nombres entre des limites peu 
différentés de l'égalité, voulut voir dans cette prétendue: 
égalité un miracle continuel. Nicolas Bernoulli, au 
contraire , frappé des différences assez sensibles qui se 
trouvaient entre ces nombres, et de ce qu'il y avait 
toujours plus de garçons que de filles , ÿ vit avec raison! 
l'indice d’une plus grande possibilité dans la naissance 
des enfans du sexe masculin que dans celle des enfans! 
de l’autre sexe, le rapport du nombre des unes au 
nombre des autres étant 4? (*. Pour le prouver, 1} 
montra qu’en supposant un dé à 35 faces, 18 noires et 
17 blanches, jeté 14000 fois, il y aurait une probabi- 
lité supérieure à #, que le nombre des faces noires, 
amenées ne s’écarterait pas au-delà de 163, soit en, 
plus, soit en moins, du nombre 7200, égal aux © 
de celui des jets : fil n’était donc pas surprenant que 
sur 14000 naissances, le nombre de celles de chaqüé 
sexe ne différât pas davantage de la proportion assi- 
gnée par la probabilité simple, savoir, 7200 garçons 


| ; 1 
{ 


(*) Analyse . des Jeux de hasard; par Montmort, p. 385.  ! 
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et 6800 filles, (7oyéz à ce sujet la noté T:) Le fait s’étant 

soutenu, a été constaté de nouveau ‘dans la plupart 
des états de l'Europe. Daniel Bernoulli s’en est oc— 
cupé (*), et enfin Laplace l’a traité par lés formules 
directes, celles de l’article précédent. 

De 1745 à 1784, les registres des naissances de Paris 
donnent 393 386 garçons, 377 555 filles, nombre dont 
le rapport est à peu près >, moindre que ° qu’on 
trouve par les registres de Londres, depuis 1664 jus- 
qu’à 1798 inclusivement, et que 2 donné par ceux du 
royaume de Naples (non compris la Sicile ), depuis 
1774 jusqu’à 1781 inclusivement aussi. Cependant, 
par les deux premiers nombres, les formules approxi= 
matives ont donné à Laplace, pour la probabilité que: 
æsurpasse À, l’unité moins une fraction au-dessous de 
unité divisée par un nombre de 73 chiffres ( **), 

Un petit excès dans le nombre des répétitions d’un évè- 
nement, sur celui des répétitions de l’évènement con- 
tradictoire, a donc sufli, par sa constance, pour faire 
(croître avec une immense rapidité la probabilité qui 
assigne une facilité plus grande au prémier qu’au se 
cond ; et plus les observations se multiplieront , en 


conservant les mêmes relations de grandeur, plus cette 
| probabilité augmentera (**). 


2 —_—_——— 
1 
| (*) Vovi Comment. Acad. Petrop., t XIV, pars 12, et t. XV. 
| (**) Théorie analytique des Probabilités p: 377. 

(°**) De nouvelles comparaisons faites sur les registres des naïs- 
sances dans toute la France, depuis 1817 jusqu’à. 1826 inclusive- 


| A . J . 
ment ; ont donné à M. Poisson, — pour le rapport des naissances 
174 15 


dés- garcons à celles des filles; résultat sensiblement plus grand 
, < A . . 0 . . ke 
que celui qué j'ai cité plus haut. M. Poisson a, de plus, remar- 


qué cette circonstance singulière, qe le mémé rapport est scule- 


3° édition. 12 


#» 


» 
# 
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102. La formule du n° 99 se simplifie beaucoup, 
lorsqu'il n’est arrivé que des évènemens d’une seule | 


espèce. Dans ce cas, S"”) devient 


2 
St) — FN" CRAN ARRET de (89) : 
Li (m—+a)2m+ ; mr 7 
où a donc 
1 omtl 1} 1] 
SES Qu 7 pui | 
œ\ y 


pour la probabilité que celle de l'évènement constaim- | 
ment observé est supérieure à 5 
| On peut d’abord appliquer ceci à l'un des phéno= | 
mènes les plus remarquables du système du monde, le 
sens uniforme dans lequel les planètes principales et | 
leurs satellites font leurs révolutions autour du soleil. 
En regardant le mouvement de chacun de ces corps | 
comme le renouvellement du même fait, la répétition 
de ce fait indique une cause qui a déterminé la-di-: 
rection d’occident en orient , préférablement à la di- 
reétion contraire. Si l’on n’applique le calcul qu'aux 
planètes principales, afin de n’y faire entrer que des 
circonstances rigoureusement semblables, on prendra 
m=—=11, et il viendra 4 

A ———————————————— 


ot j - , s 
ment de — pour les enfans nés hors mariage. Enfin, si l’on 
20 


s * ; 2 
considère séparément les naissances à Paris, on trouve = pou 
u Are 30 | E | 

les enfans légitimes, et vs pour Les enfans naturels. (Voy. | n°) 
« € 1 

& 9 | 

7 ) 4 5 Î / Ce ] 
nuaire de 1825, et le tome IX des Mémoires de l’Académie 


des Sciences de L'Institut de France, p. 239.) 


FA 
#ÿ 
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2" ] nm 4095 

NE nr 

pour la probabilité de l’existence d’une plus grande 
facilité de ce mouvement d’occident en orient, quedans 
le sens contraire. On aurait eu un résultat beaucou 
plus fort, en joignant aux planètes principales les satel- 
lites connus, qui sont maintenant au nombre de 18, 
2t un résultat encore bien autrement près de l'unité, si 
l'on eût regardé comme dépendant de la même cause 


" + 


le sens uniforme dans lequel s’exécutent les rotations 

bservées dans une partie de ces-corps. 
Quelques auteurs ont évalué cette probabilité d’une. 

nanière un peu différente, en partant d’ailleurs du 


| 


somparer le cas où il existerait une cause absolue , 
wec celui où les deux sens opposés seraient égale- 
nent possibles, ce qui réduit les hypothèses à deux , 
lonnant pour l’évènement arrivé, FPune, la certitude 


a probabilité de la première hypothèse serait donc 
lors | 


l’on ne faisaitentrer dans le calcul que lesplanètes prin. 
ipales. Cette dernière fraction est moindre que la pré- 
idente ; mais je crois que les considérations dont elle 
st déduite sont trop particulières. En ne s’attachant 
Wau sens du mouvement, on ne trouve, il est vrai, 
ue deux chances ; mais doit-on les supposer également 


12,, 


LJ . # . 
srincipe posé dans le n° 86, mais en se bornant à 


représentée par l'unité, et l’autre , la probabilité a? À 
É 
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possibles , quand on ignore complètement de quelle 
manière le mouvement a été imprimé ; et ne se peut-1l 
pas qu’au lieu d’être un effet simple, sa direction soit 
le résultat du concours de diverses chances qu’il faut 
supposer, par conséquent, dans tous les rapports pos= 
sibles avec celles qui auraient donné la direction con- 
traire ? . | 

Les limites étroites dans lesquelles sont renfermées 
les inclinaisons des orbites des planètes anciennement 
connues, qui n’occupent dans le ciel qu’une zone d’én- 
viron 15 degrés de largeur, fournissent aussi une grande 
probabilité pour attribuer tous les mouvemens de ces 
corps à une cause unique ; mais la découverte de la 
planète Pallas, dont l'orbite est inclinée de plus de 
34 degrés par rapport à l’écliptique, doit modifier 
un peu cette probabilité, que changerait encore la 
découverte de corps qui, s’écartant davantage de l'é- 
cliptique et parcourant des orbites plus excentriques , 
formeraient le passage des planètes aux comètes, dont: 
les mouvemens ont lieu dans tous les sens et sous toutes 
les inclinaisons. 1 


103. La formule employée dans l’article précédent, 
trouve aussi son application dans une question agitée 
par les philosophes des siècles passés et du nôtre, celle 
de la liaison des effets aux causes. Les uns, comme 
Hume, ont nié que nous eussions aucun motif solide 
pour supposer une dépendance entre deux effets qui 
se suivent ous’accômpagnent constamment. Les autres, 
importunés par ce scepticisme dont les conséquences 
devraient s'étendre sur nos actions les plus fréquentes 
et les plus nécessaires, ont affirmé qu’un sentiment 
intime, une loi de notre organisation intellectuelle, : 
nous forçait de rapporter chiaque’ effet à une cause 
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que nous trouvions toujours dans celui qui précédait. 
D'autres enfin , craignant de trop multiplier ces lois de 
V intelligence , ces faits primitifs qui ressemblent assez 
aux idées innées, ont pensé que la considération-des 
divers degrés de probabilité, non-seulement expliquait 
le phénomène moral, mais pouvait donner la mesure de 
la confiance que nous attachons ou que nous devrions 
attacher à nos connaissances. Ils ont évité ainsi de 
tomber dans le pyrrhonisme et le dogmatisme absolus, 
_ doctrines également absurdes, mais dont la seconde, 
qui a tant de fois servi l’avidité et l'ambition de cer- 
tains hommes, et qui flatte la paresse de tous, est 
infiniment plus dangereuse que la première, toujours 
renfermée dans les bornes de la spéculation, puisque 
après la dispute la plus animée sur l’existence des 
:corps, le plus déterminé pyrrhonien. n’entreprendra 
‘pas de sortir de sa chambre à travers la muraille. 
Cette doctrine moyenne, que l’on pourrait nommer 
scepticisme gradué, proposée d’abord par Helvétius (*), 
a été fortement recommandée par Condorcet, comme 
la seule qui püt échapper à toutes les Aiouttes, parce 
 qu’ellereposaitentièrementsur l’expérience, d’où toutés 
nos idées tirent leur origine. Il y est revenu souvent 
dans ses ouvrages ; mais Mendelshon paraît avoir, le pre- 
nier, appliqué spécialement la probabilité à la liaison 
des éflets aux causes, dans un Traité sur l’évidence, 
| couronné, en 1763, par l’Académie de” Berlin. MU E 
| comment il raisonne. 
| « Si nous avons expérimenté une seule fois que 
|» deux faits, À et 2, se suivent immédiatement, il 
» se présente pour nous trois suppositions : ou que 4 
» ait son fondement en B, ou que À et 2 aient leur 


j (*) Dons une note du 1er chapitre du 12° Discours de l'£sprit. 


QUE 
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» fondement commun dans une troisième cause €, où 
» que chacun des deux dépende enfin d’une cause iso- 
» lée ou indépendante. Dans les deux premiers cas, 
» ils devront reparaître toujours à la suite l'un de 
» l'autre; dans le troisième,.… leur rencontre sera l'effet 
» du hasard : ils pourront se trouver aussi bien séparés, 
» éloignés, que réunis... (*). » On voit déjà qu’en ad- 
mettant l'influence de la répétition du jugement de pos- 
sibilité sur notre esprit (5 et 6), il doit être porté 
à supposer une liaison , soit immédiate, soit médiate, 
entre À et B. « Donc, s’ils se reproduisent de nouveau, 
» si, en se reproduisant, ils paraissent constamment 
» réunis, il devient vraisemblable que cette réunion 
» a son principe dans l’une des deux premières hypo- 
». thèses. Plus la répétition aura été fréquente, la ren- 
» contre des deux faits étant constante, plus cette vrai- 
» semblance augmentera; elle ira croissant ainsi jusqu’à 
» l'infini. » Voyons comment le calcul justifie cette 
dérnière assertion. d 

104.On a observéun grand nombre de fois desuite l’ap- 
parition consécutive ou simultanée des faits 4 et B; la 
probabilité que cette apparition jouit d’une grande pôs- 
sibilité, s’obtiendra en cherchant la probabilité de l’hy- 
pothèse par laquelle Ie rapport des chances qui établis- 
sent le concours de l’un avec l’autre, diffère très peu de 
l'unité ; et pour rendre la chose plus sensible ; on peut, 
ce me semble, énoncer ainsi la question : On a tiré, 
d’une urne (avec lattention de les y remettre chaqué 
fois) un grand nombre de billets marqués AB ; s'il ny 
en avait que de cette sorte, l'apparition simultanée des | 
lettres À ét B serait nécessaire; mais c’est ce qu’on | 


(*) Histoire comparée des systèmes de philosophie, px 
M. Degérando, ire édition , 2. LE, p. 555 et suiv. 
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ignorera tant que tous les billets ne seront pas tirés : on 
demande donc quelle est la probabilité que le rapport 
du nombre des billets de l'espèce de ceux qui sont sortis, 
au nombre total des Que , est compris entre des li- 
mites données ? 

Soit m» le nombre des billets, a une fraction assez 
voisine de unité ; la probabilité que le rapport inconnu 
tombe entre a et 1, aura pour expression 


8 
" m (m 
go 21m un) 
CR PAR CL 
Li 1 


et nommant P cette probabilité, il viendra 
P = 1— a"T1 (89). 


a étant 1, la valeur de a+! pourra être rendue aussi 
petite qu’on voudra ; son décroissement, qui ne sera pas 
d’abord très rapide, si a diffère peu de l’unité , le de- 
viendra dès que le nombre m2 sera très considérable. 
Soit, par exemple, 


. 1 000 000 
= = 


1 000 001 

et qu’on l'élève de. 000 000° puissante, On trouvera 
facilement, par le moyen des logarithmes, que cette 
puissance est égale à l’unité divisée par un nombre de 
44 chiffres; et comme c’est la probabilité contraire à 
celle qu’on cherche, on jugéra par là combien cette 
dernière approche de l’unité. 

Si l’on se donne P et qu’on prenne a pour incon- 


m1 
nue, on obtiendra a = V/ 1 — P. En faisant seule- 
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ment P—;, m étant toujours 100 000000, on 
trouvera | 


a — 0,999 909 993 , 


environ; fraction qui diffère bien peu de l'unité; et 
ce rapport du nombre des billets marqués 4B au 
nombre total, sera la limite qui sépare les rapports 
probables de ceux qui ne le sont pas (9); en sorte 
que celui qui est un peu moindre sera déjà probable (*). 

Ces résultats peuvent donner une idée de ce que 
doit être, quand on l’étend à la suite des siècles connus 
et à toute la terre, expression numérique de la 
probabilité de la dépendance des phénomènes tels que 
la rencontre des corps et le déplacement qui en est la 
suite, si prodigieusement répétés dans un seul jour et 
dans un seul lieu. 


La probabilité qu’il y a très peu de chances con- | 


traires à la permanence du mouvement de la terre, 


À 


(*) Si l’on n’a pas de Tables de logarithmes assez étendues pour : 


effectuer ce calcul, on peut employer la formule 


x la x2 f'la “2 
at ts pes à FO E L) + etc, 


(Compl. des Élém. dAlgèb.) 


dans laquelle le — 0,43429 : il faudra y changer a en 1— P 


? 


à en 


ue . et quand le nombre m1 sera très grand, les 
9 


deux premiers termes suffiront. Dans l’exemple ci-dessus, où - 


I 
1 P — 3) On aura 


D MI I 30 I 3 
Éer-o D En pm I — Eee pd 
M1 43 100 000001 ‘4 j 


eliViron, 
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estdéjà très considérable quand on la conclut dunombre 
de levers et de couchers du soleil, comptés depuis les 
temps les plus reculés ; mais elle devient bien plus forte 
encore quand on a égard aux lois connues des mouve- 

‘mens de notre globe, parce qu’alors la conformité des 
positions observées , avec les positions caiculées , doit 
ètre regardée comme fournissant de! nouveaux faits, 
dont le nombre est presque infini. 

IL s’en faut de beaucoup, sans doute , que les faits 
soient aussi multipliés, par rapport à d’autres liai- 
sons regardées comme des lois de la nature ; ni que 
la plupart de nos inductions soient établies sur de 
tels fondemens ; mais il faut bien prendre garde à 
l'influence qu’exercent les faits les plus répétés, par 
rapport à ceux qui le sont moins. Dès que les pre- 
miers nous ont fait acquérir le sentiment de la cons 
tance des lois de la nature, nous l’étendons à tout 
ce qui se passe sous nos yeux; et pour tous les cas 
avec lesquels nous sommes familiarisés, notre con- 
lance dans la liaison des effets aux causes, passant 
en habitude, peut encore croître, par cette raison, 
beaucoup plus rapidement que la probabilité indi- 
quée par les calculs précédens (*). 


RS  paa CT AE, LE Dig iniqhte va tnt 


(*) Dans la rigueur des termes, ce qui précède n’établit que la 
probabilité d’une succession constante éntre deux phénomènes, et 
c'est aussi à quoi le célèbre physicien Leslie pense qu’il faut 
éduire, comme le veut Hume, tont ce qu’im plique pour nous la 
relation de cause et d’effet. H en appelle même au langage ordinaire 


oumis à une critique rigoureuse ({nquiry into the nature and 


Propagation of heat, p. 52, note XVI, ou Edinburgh Review, 


18 vol., 1865 à 1806, p. 113—192. Voy.aussi Lectures of Physio- 
logy, Zoology, and the Natural History of man by Lawrence, 
ecture III, p- 78). Il est d’ailleurs évident que lidée d’une telle suc- 
ession suffit pour la conduite dé la vie, (Poy. mes Essais sur l'En- 


eignement, 3e édition, p. 355.) 
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De plus, le but essentiel de nos observations étant 
de prévoir ce qui-doit arriver, la probabilité de la pro- 
duction d’un nouvel évènement semblable à M. 
ont déjà été observés, est celle qui nous intéresse le plus, 
parce qu’elle peut servir à régler notre conduite 
pour celle-ci, le calcul prend une marche beaucoup plus 

; k 

rapide; car l’expression ddr (86) diffère bien peu de 
m +2 | 

l'unité, lorsque m est un peu grand. Cette proposition, 

le soleil se Levera demain, par exemple, en prenant 

pour point de départ une époque reculée de 6000 ans, 


2101501 


a maintenant une probabilité égale à . Si 
2 191 502 


l’on embrasse un intervalle de plus d’un jour, la pro- 


°1° ’ ’ +1 
babilité, donnée alors par la formule , Va sans 
tes à 4% m+p+# 1 
cesse en décroissant, et peut devenir très faible ; mais 
2 LRQ 48h _ 1 . 0 0 
cette conséquence n’a rien qui choque la raison , puis- 


que l'avenir peut développer des lois qui nous sont en- 


core inconnues (*). 


; 
$ 


. 
————_—_———__ _—_—__—— 


(*) Bertrand, de Genève (Développemens nouveaux de la 
partie élémentaire des Mathématiques, t. [, p. 418), a traité 
anssi la question précédente, mais par la considération des proba- 
bilités à priori seulement ; et il a pris pour la probabilité simple 
de l’évènement?observé, celle qui donnait pour la probabilité de 

5 

la répétition de cet évènement 72 fois de suite, parce que l'hypothèse 

7 

de cette probabilité ne favorise nine défavorise la production de 

la série d'évènemens observés. Suivant ce mode, ona 

L - L 

-, d'où x = ——; 
2 m 

V2 | 


et comme, par cette expression, plus # augmente, plus x approche 


AM x 
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105.On ne manque donc pointde motifs suffisans pour 
appuyer la légitimité des conclusions du passé à Pavenir, 
et c’est en cela que consiste le pouvoir de l’analogie ; 
mais n’est-il po arrivé qu’en se livrant trop à ce pou- 
voir, les savans, aussi bien que le vulgaire, soient tom- 
“bés nn l'erreur, et aient hasardé des assertions. pré- 
maturées ? Cep dant ils ne pouvaient suivre d’autre 
voie pour découvrir la vérité. Que l’on examine avec 
attention, soit les règles de Descartes, soit celles de 
Newton, rapportées A la note de la page 2, y verra-t- 
on autre chose que le soin de faire l’énumération la plus 
exacte possible des faces d’une idée ou des combinai- 
sons de plusieurs faits? Lorsque l’énumération sera com- 
plète, que la dépendance, se trouvant la même dans 
tous les cas, sera nécessaire, il y aura certitude, soit 
physique, soit real né moins pour LL 
partie indivisible du raisonnemer it, ou chaque fait en 
particulier (1 et 2). Hors de Li , on ne peut plus que 
balancer les cas favorables à l’analogie avec les cas 
contraires ; et s’il ne s’en présente pas d’abord de cette 
dernière espèce, rien ne garantit qu'il n’en arrivera 
| point. L’ pyngthése qui explique complètement ungrand 
R nombre de faits n’est donc encore que probable, et le 


de unité, plus aussi on doit s’attendre à l'apparition d’un évènement 
pareil à ceux qui ont déjà eu lieu. 

La formule de la note de la page 184 donnerait, dans le cas de 7x 
un peu grand, 


; +” , 72H ; 4 

ee qui ne diffère pas beaucoup de ; mais Bertrand n’a consi- 
1 2 ” 

déré qu'une seule hypothèse, au lieu que Ia méthode directe les cm 

brasse toutes. 
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calcul apprécie le degré de confiance qu’elle mérite ; 


mais tant que les faits ne seront pas tous ébrenvé, 
tous mesurés avec la plus grande précision, aucune 
hypothèse ne se changera en véritable théorie : les plus : 
heureuses ne seront que des méthodes artificielles pour 
lier par une seule formule, ou comprendre dans une 
seule expression, la dépendance d’un nombre de faits 


plus ou moins grand. 


106, Tels étaient les principes d’après lesquels Con- 
dorcet, plaçant la certitude absolue seulement dans 
la conscience d’une. sensation actuelle, et dans la 
perception instantanée et avec pleine évidence de la 
convenance ou de la disconyenance de deux idées, 
donnait pour fondement au reste de nos connaissances 
notre tendance générale à croire au retour des faits que 
nous avons observés plusieurs fois sur nous-mêmes ou 
sur les autres objets (r et 2), et faisait deux classes de 
probabilités, la première comprenant celles dont la 
différence avec l’unité est inassignable , mais tellement : 
petite qu’il serait superflu de la calculer, et aux- 
quelles nous acquiesçons par une habitude dont nous ne 
nous rendons pas compte, comme nous le faisons, ou du 
inoins comme nous devrions toujours Je faire pour les 
probabilités de la seconde classe (*). Ainsi s’établit une 
gradation non interrompue, depuis les propositions qui 
n’admettent aucun doute, jusqu'aux plus incertaines! | 


(*) A la tête des probabilités de la première classe.se trouve celle 
qui fonde notre croyance à l’existence des corps, ou notre « perz |. 
» suasion que le système des sensations qui sont excilées en nous | 
» dans un instant, se représentera constamment de même dans*. 
» des circonstances semblables, ou avec de certaines différences M 
» liées constamment au changement des circonstances. » ( Æssai h 
sur l'application de l'Analyse à La Probabilité, etc., Discours 
préliminaire, page xij.) 
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Cette manière d'envisager nos connaissances donne une 
base solide au scepticisme « qui, dans les écoles 
» grecques , avait dégénéré en un ridicule charlata- 
» nisme; mais qui, chez les modernes, dégagé de ces 
» subtilités pédantesques , est devenu la véritable phi- 
» losophie, et.qui consiste, non à douter de tout, mais 
» à peser toutes les preuves, en les soumettant à une 
” rigoureuse analyse ; non à prouver que l’homme ne 
» peut rien connaître, mais à bien distinguer et à 
» choisir pour à de sa curiosité ce qu’il est possible 


» de savoir (*). » 


107. La théorie mathématique concourant, avec les 
simples aperçus du bon sens et avec les résultats de 
l'expérience, à prouver que les lois de la nature peuvent 
se reconnaître, au moins à la longue, dans la succes- 
sion des faits qui en sont les conséquences nécessaires, 
il s’ensuit que dans les questions dont les élémens sont 
trop compliqués pour en épuiser les combinaisons, en 
parcourir tout l’enchaînement , il faut interroger la na- 
ture, compter et comparer les faits, enfin juger à 
posteriori de ce qu’il est impossible de prévoir. Telle 
est la base et le motif de l'application du calcul des 
probabilités aux sciences physiques, morales et poli- 
tiques. 
Cette application céfiduira toujours à des résultats 
utiles , ou maintiendra dans ce- doute salutaire qui 
Éretet les erreurs dangereuses, lorsqu'on la fera 
| avec circonspection, c’est-à-dire en distinguant avec 
_ soin les faits, d’après les diverses censés qu ils 

présentent, ip d'éviter de rapporter à toutes ce qui 
ne convient qu’à quelques-unes, de confondre les points 


k 


es ee 


(*) Éloge de Franklin, OEuvres de Condorcet, tome IV, 


page 04. 
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de vue qui doivent être séparés, et de rendre. géné- 
rales des conclusions qui ne sont vraies qu'entre cet- 
taines limites. Ce sont là les reproches que l’on peut 
faire quelquefois âvec raison à des calculs très sa- 
vans, mais dans les résultats desquels on ne trouve pas 
une grande évidence, ni une utilité bien prochaine, 
Mais que l’on y prenne garde ; c’est parce que, faute 
de données, on a été obligé d’appuyer ces calculs sur des 
suppositions souvent très détournées , que leur marche 
est devenue si compliquée et leur résultat si incer- 
tain. Un nombre suffisant d’observations dégagées de 
toutes les circonstances étrangères aux conséquences 
qu'on cherche, offrira toujours un moyen aussi simple 
que sûr de découvrir ces conséquences, ou d’en me- 
surer l’étendue et la valeur, et par conséquent d'appré- 
cier les combinaisons qui les ont amenées. 


De simples registres, fidèlement tenus, suffiraient : 


pour reconnaître l'effet d’un impôt, par les variations 
qu'il produit dans les salaires et les consommations ; 
celui des rè èglemens cominerciaux,, par le ouvert 
des importations, des exportations, le progrès des mia- 
nufactures, Ja culture des terres. 

On peut juger aussi d’un système d'instruction, par le 
recensement des sujets qu’il aura produits après un 
certain nombre d’années ; d’ungsystème de législation 


civile, par le nombre de procès qu'il aura engendrés où 


prévenus ; d’une législation criminelle, par le nombre 


des coupables condamnés où absous et repris. Mais 
pour qu’on puisse tirer parti de,ces, observations, il : 


faut que l'épreuve du système soit continuée, que 
les résultats en soient recueillis avec impartialité, pour 
être ES avec ‘exactitude. Je dis comptés; car 
lorsqu'on n’en vient pas là , on tombe presque toujours 


dans des déclamations vagues. Il n’y a pas de mesure : 
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de gouvernement qui ne lèse un assez grand nombre 
d'intérèts particuliers ; et si Les hommes qu’elle attaque 
ont du crédit, savent parler ou faire parler pour eux, 
la mesure la plus utile à la masse générale de la na- 
tion ne peut pas subsister ; quelques inconvéniens rele- 
vés avec force ou avec adresse la font révoquer, tandis 
qu une énumération exacte de ses effets aurait rendu 
incontestable la supérigrité de ses avantages sur ses in- 
convéniens. En s’écartant de ce Droceile > On à pu 
même l’attaquer de bonne foi. 

Pour donner un exemple de ces jugemens vagues 
qu’on porte par de simples aperçus, sur des objets 
susceptibles d’une évaluation précise, je rapporterai le 
beau résultat obtenu par M. Duvillard, dans son 4na- 
lyse de l'influence de la petite vérole sur la mortalité 
(p. 10). Il a démontré, d’après les Tables de mortalité, à 
Genève, à La Haye et à Berlin, que passé l’âge de 
130 ans, la petite vérole est d'autant moins dangereuse 
AQET ceux qui ne l’ont pas encore eue, qu ‘ils sont dans 
un âge plus avancé. L”’ opinion commune est contraire 

à ce résultat, et ilest aisé de sentir comment elle a pu 
s s'établir avant qu’on ait fait l’observation exacte du 
nombre des morts causées par la petite vérole con- 
tractée à différens âges. On a été d’autant plus frappé 
de ces morts, qu’elles sont arrivées plus loin de l’épo- 
que DE de la maladie. L'importance, pour la so- 
ciété, des personnes qu "elle lui enlevait, et un danger 
qu’on était porté à regarder comme ds AE à Ja 
jeunesse, ont beaucoup agi sur l'imagination des spec- 
Lateurs : alors des impressions puremant morales sont 
venues se mêler à un jugement où ne devait entrer que 
le calcul. Ce qui estarrivé ici a encore bien plus de force 
dans toutesles circonstances où les intérêtset les passions 
sont violemment agités; aussi , pendant long-temps, 
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| mest-ce guère que dans ce qui regarde lamortalité des in+ 
dividuset leur multiplication, qu’on a recueilli les faits 
avec quelque suite : € est donc dans ces faits qu’un grand 
‘ nombre des auteurs qu ont écrit sur l’économie poli- 

tique, a cherché la mesure pour évaluer le mérite des 
| systèmes divers d” administration et de gouvernement; 
et par cette raison , je donnerai, avec quelque détail, 
la manière d’y appliquer le. Fehl des pr obabilités. 


Détermination des probabilüés de la vie humaine. 


108. La formation des Tables de mortalité sérait très. 
simple, si l’on pouvait trouver sur les registres des dé- 
cès, ceux d’un grand nombre d'individus choisis sur: 
les esiitrés des naissances, et par ce moyen, dé | 
miner combien il en reste à la fin de chaque année) | 
Malheureusement un tel procédé, le seul rigoureuse= 
ment exact, est rarement praticable; car les résul- 
tats de ce senre ne pouvant mériter quelque con— 
fiance, qu’autant qu’ils sont déduits d’un grand nombre 
de faits , si l’on s’attache à un lieu d’une faible po- 
pulation , il faudra dépouiller les registres d’une lon 
gue suite d'années, pour suppléer à la quantité de 
naissances rarultees que peut fournir une ville con- 
sidérable ; mais dans l’un et l’autre cas, qui est-ce 
qui oserait entreprendre de suivre chaque individu à 
travers les changemens de domicile, les émigrations) 
V imperfection même des fegistres ét Ke foule des sn 
répétés , qui seule pourrait occasioner très souvent 
beaucoup de confusion ? Et puis, comme on le verra 


(”) Thébrie analytique des Probabilités, page 358. l 
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bientôt, et comme il est facile de le prévoir, le temps 
influe sur les probabilités de la vie humaine, soit par 
Les changemens politiques, soit par le perfectionnement 
qu'apporte dans le régime et la police civile le pro- 
grès des lumières : les Tables formées sur des observa- 
tions qui embrassent un trop grand intervalle de temps 
ne sauraient donc convenir nià l’époque où remontent . 
les premières, ni à l’époque présente. : Voilà bien des 
difficultés qui rendent-la méthode indiquée ci-dessus à 
peu près impossible à suivre, excepté dans quelques cas 
particuliers dont il séra fait mention plus loin; et 
aussi est-ce d’une tout autre manière que la chose s’est 

faite. | | 8 #7 

… La plus ancienne Table de mortalité que l’on con: 
maisse est celle que Halley à déduite des registres de 
la ville de Breslaw en Silésie, et qu’il a publiée dans 
les Transactions philosophiques, en 1603. I fit choix 
de cette ville, parce que le nombre des naissances et 
célui des morts y différant-très peu, il pensait que la 
population s’y maintenait à peu près dans un état 
stationnaire, et qu’en conséquence les pertes qu’elle 
faisait en individus dans les divers âges , étaient sensi- 
blement proportionnelles à la mortalité, pour chacun 
de ces âges, ce qui faisait qu’on pouvait regarder les 
individus décédés chaque année, comme s’ils fussent 
ous nés la même année, et leurs âges respectifs comme 
indiquant la manière donts’éteindrait successivementun 
pareil nombre d'individus ayant commencé leur vie si- 
multanément. Halley réunit donc le nombre des:morts 
iwrivées depuis 1687 jusqu’en 160r, à Breslaw, distribua 
se nombre suivant les âges ; alors retranchant du pre- 
mMier nombre celui des enfans morts à r an, le reste in- 
diqua le nombre des survivans, desquels il retrancha 
ensuite le nombre des enfans morts à 2 ans, pour 6b- 
3° édition. 13 


ns 
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tenir celui des survivans, et ainsi de suite ; et afin de 
faciliter les calculs, il réduisit ces divers nombres 
proportionnellement à 1000, par lequel il représenta 
celui des enfans de 1 an. 

La commodité de ce procédé ‘supplée bien à ce 
anque du côté de l'exactitude, parce qu’on 
fréquemment l'application, et, com 
pensant par la variété des lieux et des époques, les 
erreurs auxquelles il est sujet, arriver à des valeurs 
moyennes suffisamment approchées pour présenter des 
résultats intéressans. Smart en a fait usage pour la ville 
de Londres, Dupré de Saint-Maur pour celle de Paris, 
et il a été appliqué à presque toutes les capitales et à 
beaucoup d’autres lieux. Mais dans plusieurs Tables, 
dans celle de Dupré de Saint-Maur, par exemple, il 
é d'assez grandes inexactitudes, parce que 
l’âge est très souvent fautif dans les actes de décès: les 
personnes qui l’indiquent, ou le savent mal, ou ne 
donnent que le nombre rond le plus appochant ; aussi 
on trouve souvent 6o ans où il aurait fallu 59 ou 58, 
et de la résultent dans le premier de ces âges plus 
de décès en apparence qu’il n’y en a eu réellement. 


Cette inexactitude est aisée à remarquer, par la 


marche trop inégale des nombres qui doivent se 


succéder dans la Table; et il faut tâcher de les 
la manière la plus vraisemblable , en 
régularisant les différences : c’est ce qu’a fait Saints 
Cyran ; pour les Tables de Dupré de Saint-Maur (*): | 

Le concours de circonstances nécessaire pour pouvoir 
suivre les individus un à un, n’a jusqu’à présent eu liéu 
que par rapport à quelques classes dont l’ordre de mor: 
talité et très différent de celui de l’universalité des 
ren Li Ma 22e autel tes Le M 


(*) Voyez ses Recherches sur Les Rentes viagères, 2€ part. ; p. 23! 


qui lui m 
en peut répéter 


s’est gliss 


corriger de 
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hommes : telle était la classe des rentiers viagers de 

Hollande, dont Kerseboom a dressé la Table de‘mor- 

talité, celle des rentiers viagers de France, connus sous 

la dénomination de tontiniers, et celle des religieux 
_ de l’ordre des Bénédictins, dont les Tables sont l’ou- 

vrage de Deparcieux, etc. L’intérêt du gouvernement , 
: l’ordre établi dans une congrégation d'hommes stu- 
dieux, donnaient aux registres de ces classes une 
exactitude et une clarté qui en facilitaient beaucoup le 
_ dépouillement ; mais aussi les résultats devaient être 
fort éloignés de ceux de la vie ordinaire. Ce n’est que 
_ sur des enfans paraissant bien constitués et en général 

sur des adultes bien portans, que l’on place en rente 
viagère. Ceux qui jouissent d’un pareil revenu tiennent 
: pour la plupart une conduite uniforme et modérée, qui 
doit prolonger leur existence : beaucoup sont céliba- 
 taires : les religieux l’étaient tous, et n’entraient dans 
leur profession qu'après être échappés aux dangérs de 
Venfance et de l’adolescence. Des Tables calculées 
sur de pareils individus ne sauraient donc servir que 
| Pour ceux qui sont placés dans les mêmes circons- 
. tances; c’est ce qu’on verra lorsqne j'exposerai la 
théorie des rentes viagères. Les questions dont je vais 
| d’abord m'occuper sont seulement relatives à là vie 
| considérée en elle-même, et à la population, en sup- 
 posant-que les évènemens futurs se succèdent comme 
| les évènemens passés, ce qui est permis, puisqu'on 
regarde le nombre de ceux-ci comme très grand par 
rapport à celui des autres. s 


109. La plus simple de ces questions est la recherche 
des probabilités de la prolongation de la vie à chaque 
‘âge. Par exemple, la probabilité de vivre encore 10 ans, 
‘lorsqu'on est parvenu à l’âge de 40, s'obtient en di- 


130 
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visant par le nombre des personnes de cet âge, le, 
nombre des personnes de 50: La Table de la Lor de la 
mortalité en France; insérée dans l’Annuaïre du Bureau : 
des Longitudes, donnant pour l’un de ces nombres, 
369404, et pour l’autre, 297070, il en résulte 
291 ,865 environ ; la Table dressée sur les registres 


369 


de Londres, par Price, donne 2 0,696; celle de 


220 | | 
ps in hi es de Ber- 


LE 


Vienne , par Sussmilch, 


J 224 | 
lin, par le même, =——0,747 ; enfin, celle des cam- 


300 
! ; 431 | 
pagnes , en Suisse, par Muret, ROC JE 0,852 ; proba-| 


bilité plus forte ste les précédentes. 


110. On clierche encore quelle est la durée de la 
vie probable, à un âge donné; on entend-par cette! 
durée le nombre d’années après lequel la probabili é 
d’exister et celle de ne pas exister sont les mêmes, @l 
par conséquent égales à :. Ilest évident que, cela a lié 
lorsque le nombre des personnes de l’âge. dont on part 
est réduit à la moitié de ce qu ’ikétait. Si l’on cherche 
ce terme, à compter de la naissance, on trouvera qu'à 
Paris, il tombe entre 8 et 9 ans co les Tables de 
Dupré de Saint-Maur); à Londres, un peu avant 3 
ans; à Vienne, un peu avant 2; un peu après à Ber: 
lin; mais que ce terme est bien Un éloigné dans les 
campagnes. La Table de l’Annuaire, moyenne pour! 
toute la France, le place entre 20 et 21 ans; celle 
d’Angleterre , entre 27 et 28 ; celle de Hfandebourg sl 
entre 25 et 26; celle de Suisse, à 4r ans. Cette prodis 
gieuse dFécente entre les campagnes et la ville, ne 
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saurait être attribuée qu'aux suites de l’extrème misère, 

à la malpropreté, au resserrement des demeures ét à 
 linsalubrité qui en est la conséquence, dans les capi- 
| tales. À Montpellier, ville dont la population est d’en— 
| viron 32000. individus, et dont on regarde le séjour 
comme très sain, le terme dont il s’agit n’est cependant 
placé que vers 6 ans. 

L'âge de {o ans étant assez ordinairement celui où 
Vétat d’un homme est fait, où il commence à jouir 
du fruit de ses premiers travaux ,» On peut être curieux 
de connaître la vie probable qui s’y rapporte. Les Ta- 
bles citées précédemment donnent » à Paris, plus de 
21 ans; en France, terme moyen, 23; à Londres, 
18; à Vienne, plus de 19; à Berlin, de même ; en 
Suisse, près de 25. | | 

La plupart de ces Tables ne s'étendent guère au-delà 
de 90 ans, que l’on doit regarder comme l'extrême 
Mieillesse, puisqu'il est très rare, non-seulement de 
passer cet âge, mais de l’atteindre, Le rapport du 
nombre d'individus de cet âge, à celui des naissances, 
sera la mesure de la longévité, dans le lieu pour le- 
qu la Table a été construite. La Table de l’Annuarre 


donne pour la France 
vite 


- —0,0038; celle de Lon- 
100C0 
4 CET 


Idres, === 0,0020 ; cellede Vienne, —0,0020 ; 
1518 1495 | 


celle de Berlin, x Too; et celle de Suisse, 0,0090 ; 


cette dernière probabilité, plus forte que les autres, 
est encore surpassée par celle qu’offre la Table calculée 
var Gorsuch , sur les registres de quelques paroisses de 
campagnes, en Angleterre, et qui est de 0,0070. 

’ On ne doit pas encore trop compter sur ces ré 
sultats, parce que le nombre des observations qui se 
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rapportent aux derniers âges est très petit, Les Tables 
de Kerseboom, dressées sur les décès des rentiers’ via- 


gers de Hollande, et celles que Deparcieux a déduités | 


des registres des at de France, quoique se rap 
portant à des classes d'individus chose, ne s'étendent 


pas Je à 100 ans; la première donne , pour l’âge de | 


90 dns, ni — 0,0971 ; la seconde, o,o110 pour par- | 


venir, depuis l’âge de 3 ans, à celui de 90: 
Price dit que la probabilité de parvenir à 60 ans est 


= dans le Pays de Vaud, +75 en Brandebourg, _ à 


à Vienne (æ). 


re 
Breslaw, à Berlin ; Ve Londres, es 
37 4o 41 | 

111. Dans les Tables dont je viens de faire usage , 
les sexes sont confondus ; cependant l’ordre de morta- 
lité n’est pas le mème pour tous deux ; il varie encore : 
suivant les professions et d’autres circonstances dont on | 
constaterait l’effet, en séparant les décès en classes rela- 
tives à chacune de ces circonstances. C’est ce que l’on, 
a commencé de faire, depuis qu’ on a reconnu l’ utilité 
de ce genre LR A Ron mais les données manquent 
très souvent sur les actes He décès; et quand on les y. 
trouve, le travail du classement HÉRAS trop considé- | 
rable net il faut le recommencer sous divers points 
de vue. On labrégerait beaucoup, si l’on faisait les 
relevés dans la forme imgénieuse imaginée par Condor= 
cet, pour enregistrer des faits ou désigner des objets 
par une combinaison de caractères qui en indiquent les 
principales propriétés (**). 7 


(*) Tom, Ier des Mémoires présentés à l'Institut, etc., p. 7. 
(a Voyez ses Ælémens du Calcul des He) SEE p. 31. Si 


eette forme, dans l'explication de laquelle 11 na peut-être pas mis 
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Quand on ne veut que saisir la marche des résultats, 
il est commode desubstituer aux Tables des figures où 
: les nombres soient représentés par des lignes ou des es- 
 paces ; ces signes naturels de la grandeur, la rendant 
sensible à l’œil, en peignent immédiatement les varia- 
tions. Telle est la propriété des courbes de mortalité. 
C’est ainsi qu’on nomme celles qui se construisent en 
élevant, sur uneligne divisée en autant de parties égales 
qu’il y a d'années dans la plus longue vie, des pér- 
| pendiculaires proportionnelles aux nombres d'individus 
existans à chaque âge. La 1°° figure offre ainsi la com- 
paraison de trois Tables de mortalité, et la figure 2, 
donnée par M. Duvillard, dans ses Recherches sur les 
emprunts, fait voir la différence que celle des sexes 
apporte dans la mortalité observée à Genève. 


112. Comme toute courbe continue peut être re- 
‘présentée par une équation, quelques géomètres ont 
cherché à obtenir celle des courbes de mortalité, en 
liant par une formule algébrique, tous les nombres 
insérés dans une Table de mortalité. Lambert a trouvé 
que l'équation | 


| x 


Y = 10000 PE) 6156 {e 30 _, fn} | 


Ù 


représenterait très bien la Table construite sur les re- 
gistres de Londres ; et, par analogie, M. Duvillard a, 
proposé d'employer en général l’équation 


(2 


assez de clarté, eût été bien saisie et appliquée par quelque natura- 
liste, je ne doute pas qu’elle n’eùt été bientôt adoptée, etqu’il n’en 
A , a . 
fût résulté beaucoup d'avantages, sans compter celui de l'extrême 
p,a L 1 « LU . - 
brièveté. C’est une espèce de Dictionnaire où lon peut trouver les 
mots par un assez grand nombre de clefs. 
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A laquelle ge ae À le nombre des individus de 
l’âge de x, N lenombre total des naissances, 4 l’âge le 
plus avancé de la Table , e la base des logarithmes né— 
périens , m, k et n des rarehs qu’on détermine pour 
chaque Table en particulier (À, 

C’est dans les premières années que la marche des 
Tables paraît plus irrégulière ; mais bientôt le nombre 
annuel des morts devient constant, pendant un inter- 
valle de temps plus ou moins et PA La Table 
de Breslaw » par exemple, donne 6 décès par an, de- 
puis 12 ans jusqu’à 22, 7 de 22 à 30, ete. , et POIL 
ainsi se partager en progressions par différence. Moivre 
a trouvé que, sans trop s’écarter de la vérité, on pou- 
vait n’établir qu’une seule progression depuis Pâge de 
22 ans jusqu’à celui de 86, auquel il a placé le dernier 
terme de la vie; regardant les âges plus avancés comme 
des cas trop rares, pour qu’il soit nécessaire d’en tenir 
compte. Cette progression, ayant pour différence l’u= 
nité, et se réduisant à zér6 à 86 ans, donne pour les 

GX pu 


(*) Voyez M rcrage, ctc., de Lambert, t. III, p. 483, et les 
Recherches sur les emprunts, par M. Duvillard, p. 8, note; 
mais je dois faire PF que dans la première des expressions de y 
rapportées nn on ylit 


Ar Ar 


KT 4 x x 
31,082 7 13,682 


au lieu de e 


Cette - faute a été reconnue par Lambert, dans une lettre que 
les PP. Roberto Gaeta et Gregorio Fontana ont insérée à la p. lv) 
du Discours préliminaire de l'ouvrage qu’ils ont publié en 1776, sous. 
le titre de La Dottrina degli azzardi, etc. 
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âges précédens un nombre d'individus égal à l'excès de 
86. ans sur chacun de ces âges, excès que Moivre ap- 
pelle complément de vie: À Vâge de 5o ans, par exem- 
ple , le nombre des. vivans est 36, la probabilité. de 


vivre I an, et celle d’en vivre 10, Es De cette lé: 
résulte la formule très simple y — 86 tp (. | 


113. Après avoir considéré les questions qui se ré- 
solvent presqu’à vue, au moyen des Tables de morta- 
lité, je passe à celles qui demandent plus de calcul. La 
première dont je m’occuperai est la recherche de la 
vie moyenne. L'idée paraît en être venue d’abord à 
Nicolas Bernoulli, en appliquant à la durée de la vie, la 
formule de l'espérance mathématique , admise pour 
l’évaluation pécuniaire des hasards (65 et 70) (**). 
Puisque chaque individu pris en particulier peutseflatter 
de parvenir à l’âge le plus avancé, l’espérance qu’il a 
sur toutes les années qui doivent s’écouler jusqu’à cet 
âge, se mesurera en multipliant leur nombre par la 
probabilité d’y arriver. 

Je prendrai un exemple dans la Table dressée par 
Deparcieux. On y trouve qu'aux âges 


87, 88, 89, 90, 91, 92, 93; 94» 9 ; 
années , il reste 
29, 22, 16,11, 7, 4, 2, 1, 0, 


individus ; et à cause que les décès ont Téu: : à diverses 
époques à l’année, on prend le milieu de l'année 


‘) Voyez le Treatise of annuities qui suit la Doctrine of 
chances. * 


(**) Actorum eruditorum supplementa, t. IV, p. 159. 


; ae h 
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pour leur époque commune, Dans cette hypothèse, 
la différence 7 entre les nombres d'individus existans 
à 87 et à 88 ans, indiquant ceux qui sont morts dans 
cette année, ne leur assigne que 6 mois ou une + année 
de vie; et en continuant sur ce pied, on trouvera 
qu'aux durées 


années, répondent 
76, 9» 4: a Da ptits 


individus. Cela posé, l’un quelconque des 29 individus 
de l’âge de 87 ans pouvant se trouver dans l’un quel- 
conque des groupes ci-dessus, aura pour atteindre les 
durées correspondantes , les drobabilités 


ni pee sd A 1e oise ah. 
29° 29° 29’ 29° 29° 29° 29° 29: 


multipliant donc ces fractions par les durées correspon- 


2 


’ ! hd I 
dantes, et ajoutant les produits. ‘on aura — 2 ans 
; ] , 
2 


8 mois, pour l’espérance de vie, à l’âge de 87 ans. 
La partie de l’opération ci-dessus, dans laquelle on 
multiplie d’abord les nombres 7, 6, etc. , par les frac- 


" 172 
tions correspondantes —, > etc. et l’on ajoute les pro- 


duits, revient évidemment à calculer la durée collec- 
üve de l'existence des individus de chaque groupe; 


h. : 155 4 ll 
et en divisant le résultat par lé nombré 29 des 


individus , on répartit également cette durée à chacun, 
Si l’on substitue aux nombres 7, 6,-etc., les ex- 


U 
U 
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pressions équivalentes 29— 22, 22 — 16, etc., etqu'on 
ne fasse qu’indiquer les multiplications par les du- 


Lou 713 WE ; 
rées —, —,etc., la somme des produits sera repré- 
2° 2 


sentée par 
4 s 2 16 à 6 
5 (29—22) +: (0 10) + sr 
HT D4+Î(1—4) +24 —0) 
15 
+ En +264 —0), 


ce qui se réduit aisément à 


2.29 +224 1641147 +448 +247, 
et il ne reste plus qu’à diviser par 29 la somme des 
ermes, à partir de 22, nombre d’individus correspon- 
dant à 88 ans, puis ajouter À au quotient. 

Cette règle, indiquée par Deparcieux , est générale, 
en sorte que si a, a’, a”, a”, a”” désignent les nombres 
d'individus vivans à des âges consécutifs (a”” étant le 
dernier de la Table), 7 la vie moyenne, à partir de 
l’âge correspondant au premier nombre a, et 7”, à 
partir de l’âge 4’, on aura 

/ ( " U47 (2 m LA 
dd et NN usgent) 


a | 2 a 


ürant de la seconde expression la valeur de a"+a"+a"", 
pour la substituer dans la première, il viendra 


Le Le ARE , 
re +5 (+5) 


Li 
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formule qui, faisant trouver aisément # par 7”, se- 
rait commode pour calculer les vies moyennes cor- 


respondantes aux divers Âges, en commençant par le 
plus avancé (*). 


114. C’est par la durée de la vie moyenne que lon 
compare, sous le rapport de la vitalité, les âges, les 
lieux et les époques. En France, on trouve pour cette 
durée, à partir de la naissance, 28 ans 9 mois (suivant. 
la Table de l'Annuaire); à Londres, 17 ans 11 mois; 
à Vienne, 15 anso mois; à Berlin, 17 ans 1 Mois; et 
en Suisse, 37 ans 1 mois. 

Les sexes offrent aussi à cèt égard une différence 
assez considérable. M. Mourgue a trouvé, d’après 21 ans 
d'observations, qu’à Montpellier, la vie moyenne, à 
partir de la naissance, était de 26 ans 3 mois et 
20 jours, en prenant collectivement les deux sexes; 
mais qu’en les distinguant, celle des hommes était de 
24 ans 3 mois et 15 jours, et celle des femmes, de 
28 ans 3 mois et 28 jours (**). 

Ce n’est qu'après avoir passé les dangers de la pre- 
mière enfance, qu’on arrive à la plus longue espérance 
de vie. L’äge auquel correspond cette éspérance, ou à 
partir duquel la vie moyenne a la plus grande durée, 
varie suivant les lieux , et indique ainsi l’époque de la 
vie que le pays, ou les autres circonstances caractéris- 


(*) La formule ci-dessus est tirée de la Théorie analytique des 


Probabilités, p. 4rr. 

(**) Mémoires présentés à la première Classe dette par 
des S'avans étrangers, t. Ier, p. 71—72. 

Pour se procurer un grand nombre de tables de mortalité, il or 
compulser les ouvrages concernant les rentes viagères, les assurances 
sur la vie, etc. , et particulièrement The Doctrine of life annui- 


ties A assurances, by Francis Baily, Traité qui a déjà eu plu- 
sieurs éditions. 
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tiques de la Table, favorisent le plus. En France, la 
Table de l'Annuaire donne, pour ce maximum, 
43 ans 5 mois, et le place à 5 ans; celui de la vie 
probable y du de 4 ans 8 mois, ‘et se trouve 1 an 
plus tôt. , 
Les observations sur la mortalité ne remontent pas 
assez haut pour qu’on puisse comparer les temps un 
peu anciens avec Le temps présent. Il paraît cependant 
probable que les progrès des arts et des sciences, en 
“multipliant les commodités de la vie, en ont augmenté 
la durée moyenne; et la ville de Genève offre déjà 
quelques traits qui le pr ouvent. Au sérriètne siècle, la 
wie moyenne n’y était que de 18 ans! ; au dix-septième 
siècle, elle s'était élevée à 23 ; ; au M haitiome siècle, 
elle s’est accrue jusqu’à 32 ans :. Il en est de même 
pour la vie probable (110) : elle était seulement de 
4 ans ? au seizième siècle ; de 11 au dix-septième , et 
 surpassait 27 ans au dix-huitième siècle (*). 


_ (*) Voyez dans la Bibliothèque britannique, t.IV, p. 328, un 
Mémoire de M. Hodier. Ces faits sont rapportés aussi par M. Mal- 
thus, dans son Essai sur Le principe de la populations) t. II, p. 3r 
de la traduction française. 

Ils sont les seuls résultant d'observations connues ; Mais le Di- 
geste, liv. XXXV, tit. II, (68, ad Lez gem falcidiam, nous offre un 
comméntaire dans lequel, pour évaluer le prix de la jouissance des 
“pensions (älimen$) qu’un testateur assigne À des légataires pen- 
dant la durée de leur vie, Ulpien indique les nombres ci-dessous : 


Ages. 0, 20, 25, 30, 35, 4o, 41, 42, 43, 44, 45, 
Vie future. 30, 28, 25,.22, 20, 19, 18, 19, 16, 15, 
Ages. 45, 46, 47, 48, 49, 5o, 55, 60 et au-delà. 


» Vie future. 14; 13; 14n$ r}% 10° 9727 6 


| AI laisse ignorer d’ailleurs sur quoi sont fondées ces détermina- 
tions, qui ne paraissent pas très régulières. 
Cet exemple n’est pas le seul qu’on ait de l'utilité des résultats des 
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115. La Table de mortalité sert encore à déterminer 
la manière dont la population se compose par rapport 
aux âges. En supposant toujours que l’état de cette po- 
pulation soit stationnaire, c’est-à-dire que le nombre 
des naissances annuelles soit à très peu près égal à 
celui des décès , et constant, il suffit, pour trouver le 
nombre des individus existans dans un âge donné, 
de calculer par la Table de mortalité, combien , sur le 
nombre des individus qui naissent annuellement, il 
en doit rester à cet âge : ce sera le nombre de- 
mandé.. | | | 

Si l’on prend le nombre de naissances marqué dans 
la Table, pour celui des naissances annuelles, et 
qu’on ajoute tous les nombres dé cette Table, on aura 
le montant de la population correspondante aux nais- 
sances et à l’ordre de mortalité qu’elle représente. Puis, 
si l’on retranche successivement de cette somme .le 

nombre des naissances , celui des individus de 1 an, 
de 2 ans, etc. , le reste sa aq le nombre des indi- 
vidus compris depuis 1 an , 2 ans, etc., jusqu’au terme 
de. l’existence. C’est ainsi qu’a été formée la Table in- 
sérée dans l’ Annuaire, sous le titre de Lot de la 
population en France. Pour plus d’exactitude, d’a- 
près l’observation faite dans le n° 113, on prend; 
au lieu des nombres marqués pour UE année, | 
le milieu entre deux années consécutives ; afin de 
rapporter les décès à la demi-année, qui en est, 
l'époque moyenne. 


— 


probabilités dans la science du droit. La fixation du temps après le- 1 
quel on doit présumer légalement la mort d’un absent qui a cessé de! 
donner de ses nouvelles, a été l’objet d’une thèse de Nicolas Ber- 
noulli, insérée dans les Mbgorries eruditorum supplementa, t.IV, 

p.159. Voyez aussi l’article ABsENT dans le Dictionnaire de ma- 


thématiques de l'Encyclopédie méthodique. 
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Ce partage de la population, suivant les âges, est 
peut-être le résultat le plus important à considérer, 
dans l’estimation de la prospérité d’un état, si, comme 
M. Malthus paraît l’avoir prouvé, le nombre des 
naissances, augmentant beaucoup dès qu’il s’est fait un 
vide dans la population, même à la suite de fléaux 
destructéurs, n’est pas propre à faire juger des pro- 
grès de cette population et de sa force réelle. En effet, 
cette dernière tient au nombre d'individus dans la vi- 
geueur de l’âge, et dont toutes les facultés sont déve- 
loppées autant que le permet l’état de la civilisation, 
secondé par'une bonne distribution des inoyens d’exis- 
tence. Une nation parvenue à cet état doit l’emporter 
sur celle où il naîtrait plus d’enfans, dont la perte, 
très multipliée, se réparerait aussi très aisément; mais 
qui, par cette destruction prématurée, fournirait en 
norton moins de sujets pour l’âge adulte. Un ac- 


| eroissement dans cette partie de la population n’est 


qu'une charge pour l’état. 


116. Les divers problèmes dont la solution est in- 
diquée dans les n°° précédens, en supposant que la 


population soit stationnaire, ont été traités par Euler, 


en ayant égard aux chante qu’elle pourrait re- 


cevoir, par la différence entre le nombre des naissances 
et celui des décès (*); je vais montrer comment on 
parvient à quelques-unes de ses formules, tant pour 
confirmer les principes posés dans lesn°* 108 et115, que 


pour donner une idée de ce genre de recherches. 


Soit P la population à une époque donnée , LV le 
nombre des naissances, 47 celui des morts, P”, N°, HW", 


 P", etc., les nombres analogues pour les années sui- 


# 


« (*) Mémoires de l’Académie de Berlin , année 1560, p.144. 
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P 


=n, ——=m ; il viendra 


vantes, et faisons 
À M 


N 
“P=Nn, P—=Mm, NET pp d’où 
sf 142 m 
— T2 M— LAN Da 
P'=PHN M=P + P (© =) 


m — n\. 
= P ( - pe } 
mn 
Si l’on suppose constans les rapports z ét m, on, aura 
de même 


Pp'= ji (x 1e. TETE 2) = P (x LG ) , etc. , 


et la population sera croissante ou décroissante, selon | 
que mn OouUmMm< n. 


. LA © m jar = TL. | 

Si, pour abréger, on fait 1 + 4; eu que) | 
dans les équations | | 

P'nN',, P'=nN ST ete, 


on mette pour P”, P”, etc., leurs valeurs P9, Pg”, etc., 
puis pour Psa VERT nN, toutes les équations formées | 
ainsi seront divisibles par x et donneront 


N— Ng, AA 4 te TRE 
on obtiendrait de même 
Mi Ma, M'= Mg, ete. 


Ces formules font voir que, dans l'hypothèse établie, 
la population, le nombre annuel des naissances et, 
celui des décès, suivent tous des progressions par | 
quotient, dont la raison est la même. Il suflit donc de 


DES PROBABILITÉS: 209 


connaître par l’observation, deux termes consécutifs de 
l’une de ces progressions, pour en déterminer la rai- 
son ; et rien ne sera plus aisé ensuite que de trouver 
en bon d’années la population s’est accrue dans 
un rapport donné. 

Soit s ce rapport et r le nombre d’ années écoulées 
depuis l’époque de P ; on aura l’équation 


Pq' — SP, O0 Y—s; 


et prenant les loÿarithmes, on obtiendra 


“ } 


La rapidité de l’accroissement de la population dé- 
peñd, en grande partie, de l'espace libre et productif sur 
lequel aie peut s'étendre, et de l’augmentation des 
subsistances. Les États - Unis d’ PRE , réunissant 
ces deux avantages, paraissent doubler de population 
en 25 ans. On à lieu de croire que cet accroissement 


(pourrait s’opérer en 19, dans le cas le plus favo- 
rable (*). 


| TRY if 
(*) Essai sur le principe de la population, par M. Malthus, 
t. [, p. 6—7 de la traduction francaise, et t. IL, p. 240 et sniv. 
Dans l’Æssai politique sur le royaume G.- la Nouvelle-Espagne, 
par M. de Humboldt (p. 63 de l'édition in-d°), on trouve que 
11e nombre annuel des morts étant réprésenté par 100, celui des nais= 
sances était 110 en France, 120'en Angleterre, 130 en Suède, 160 en 
Finlande, 166 en Russie, 180 dans la Prusse occidentale, 210 dans 
le gouvernement de Tobolsk (d’après M. Hermann), 230 dans plu- 
sieurs parties du haut plateau du Mexique , 300 dans l’état de New- 
Jersey (États-Unis ). 

Cependant il faut observer que l’excédant des naïssances sur les. 
morts pourrait n'être qu "apparent dans plusieurs contrées dont beau- 
coup d'individus sortent pour n’y jamais rentrer; par exemple, les 
( r. its enrôlés pour toutc leur vie. 
3° édition. 14 + 


4 
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117. Au moyen des relations obtenues dans l’article 
précédent, on déterminé facilement la Loi de mortalité, 
lorsqu'on connaît IV, g, "M, et comment ce Abeuiec 
nombre se décompose Avant les âges , c'est-à-dire si 
l’on a le nombre des morts de chaque à âge à T'époque 
donnée. En désignant par 


\ 


Vis Var V3,  elc., 


le rapport entre le nombre des individus de 1, 2, 
3, etc., ans et le nombre des naissances, et par 


IL, , W, , M, , W; ; etc, 


le nombre des décès avant l’âge de 1, 2, 3, ete., ans, 
on aura d’abord 


Le 


Vi =, d’où M, = NE) | 


Si l’on remonteiA l’année: qui ‘a à prétédé V époque des 


nombres P, N, M (116), on trouvera = pour le 


nombre des naissances d’où proviennent lés enfans 
âgés de 2 ans; suivant la loi de mortalité, ce nombre 


7 


A 2 , S VA N \ A an : # A 
a du sé réduire à à ’,, dès la première année, et.à 


N' 


la 2° devenir F ’, * On aura donc pour la mortalité, 


° 


entre la première et la 2° année, 


N N N 
M =—-v——v,—=—(v, —+,). 
7 q 4,1. 
Rémontant ensuite à 2 ans avant l’époque donnée, 
pour arriver à la naissance des enfans de 3 ans, Je 


« 
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. 


nombre correspondant des naissances est al il se ré- 


r 


UD Niblur snitian S F 
duit à — , à la 2° année, puis à F v3 à da 3°+ donc 
la mortalité entré la 2° et la 3° année ;. sera. .... 


N ; 
F (va — 3), et par conséquent 


“ 
| 


N i : 
74 aa Parle 


En continuant ainsi, on trouvera toujours des équa- 
tions de même forme, desquelles on tirera succes- 
sivement 


A 


= I — N ? | Ld 
Mg =, M+Mg 
== b, TNT — N ES 
Less W,q° __ M+M,q+MW,g* 
on PARC: A DRE PTT PT VAE EE 
Li) M0 M:+M,g+1,q +M:q° 
PR LP 


;, Je N 
etc. 1 


Lorsque g=1, on a M—N,.et les expressions ci- 
dessus se réduisent à 


Ww,—=M—-M,,. 

Nas =M—M, —M,, 

Nos = ME M, — M, — M., 

Nov, = M — M, — M, — M, — M3, 


c’est-à-dire que la Table de mortalité se déduit du 
nombre de décès partagé suivant les âges, ainsi qu’on 
l'a indiqué dans le n° 108. 

14m 


Fe 


# 
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118. Quand la loi de la mortalité est connue, 
celle de la population se détermine de même, enreé | 
montant aux naissances antérieures à l’époque Le P 
et réduisant chacun de cés nombres suivant les Années 
écoulées. Si l’on prend'roo pour le terme de la vie; on » | 
aura pour les âges | 


pra. | 


"4 3 LU LAP OURS 7 ERP CE Le A 


les nombres d’individus 
N NN. N À N N 
YA KE TO 3 Le »s pce Ÿ 
2? 19 2 2? ) 00 ” 100? 
q q ë 


7 VAE y | 


et par conséquent 


N N N. | 
P=NL—- 4, + — v,..... —© Vios 5 
Fan ee 
d’où 
Vy Va "3 Di 
= y mime: mIburs 5 0e je ET 100° 
Not tate En 


Lorsque la population est stationnaire, g étant 1, ôn 
a, comme das le n° 115, 


P=N{iHo ton. Vice }e 


En substituant aux quantités 1, v,,#,, v3, etc., la 
moyenne prise entre les deux qui se suivent EEE ARE 
tement, savoir, 


1 ” 


EN AN LAURE | 
"= 7 Pie Va sem — ? Vi00 7 *100) 
2 > ? 2 2 39 = Vo += ? 


la formule ci-dessus se EU en 


2? 
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Ca PEN Huit. Pros 

ba Het, 

- qui est la règle indiquée dans le n° 115 (*). 

| Il faut encore remarquer que le polynome qui mul-. 
üplie N dans l'équation ci-dessus, exprime la durée de 
la vie moyenne, à partit de la naissance (213), et que 
par conséquent cette durée s'obtient aussi en divisant 
la population par le nombre des naissances (**). 


119. Halley paraît être le premier qui ait fait voir 
comment on pourrait conclure d’une Table de morta- 
lité, les probabilités de la durée de la coexistence de 
plusieurs individus , de la durée des mariages, pat 

exemple, connaissant l’âge de chacun dés membres 
de l'association. Son procédé n’est autre que celui 
de là formation des probabilités composées (16). 
Pour en montrer l'application au sujet proposé, 
cherchons les diverses probabilités relatives à 10 années 
d’association d’un individu de 25 ans avec un de 20. 


(*) Si la loi de mortalité était exprimée par une formule comme 
celle de Lambert (112), on pourrait cesser de s’astreindre à placer tous 
|* les décès annuels à la même époque, et supposer que l’extinction 
des individus se fait d’une manière continue pendant toute la durée 
de l’année; mais il faudrait substituer des différentielles et des inté- 
| grales, aux quantités et aux suites rapportées dans le texte, ainsi 
| qu’on peut le voir dans la note LIL et dans louvrage publié par 
M. Duavillard , sous le titre d'Analyse et tableaux de l'influence 
de la petite BR sur La mortalité. C’est de la première, Table de 
cet ouvrage qu'ont été extraites celles de l Annuaire que j’ai citées. 
(**) Dans tout ce qui précède, on'a supposé qu’il n’arrivait aucun 
changement à la population, par le déplacement des individus ; ou 
que ceux qui venaient habiter le pays compensaient exactement cé 
qui le quittaient. Pour voir comment on tiendrait compte du mou- 
vement extérieur de la bopulatior, on. peut consulter l’introduction 
que M. Fourier a mise à la tête des Recherches statistiques sur La 
ville de Paris et le département de la Seine, 1821. 
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Il pourra arriver, ou qu'ils existent encore tous deux 
au bout des 10 années, ou qu’un seul vive, ou que 
tous deux soient morts. La Table de mortalité de 
l’ Annuaire, réduite sur le pied de 1000 naissances, 
donne pour vivre 10 aus, à partir de 25 ans, 


fol au D Ones PEUR 


,) Sa CON(TAIrE 1 — — == ——— 


&7i an Ag gr? 


à partir de 20 ans, 


la probabilité 


la PE CS a sa contraire 1 me ph 2és 
De ces probabilités simples résultent les probabilités 
composées | : 


Fe + . qu’ils existeront tous deux à 
Le ; ai que le plus âgé sera mort k 

= _. que le plus jeune sera mort, 
Om 64 que Das deux seront morts 
471 *5o2 | du 


En général, si e et e” désignent les probabilités de 
l’existence de chaque individu au terme de J’asso- 
ciation , f et f” les probabilités contraires, le 8 2EveRobs 
pement de 


HN CHI = + El + + = 
donnera 
cé, “4h ef, JF 


pour les quatre probabilités énoncées ci-dessus. Quand 
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on cherche seulement la probabilité que l’un quelcon- 
que des deux individus existera encore, on a 


ee Léf+f 1 ff € | 


ce qui est plus simple lorsque les nombres fet f’ sont 
les plus petits. 

120, Avec ces probabilités, on peut dresser la Table 
de mortalité particulière à chaque association ; si l’on 
en suppose, par exemple, 1000 formées à la fois, 
et que les probabilités snnples e, e’, f, f', se rap- 
portent à la première année écoulée depuis, il y aura 
à la fin de cette année 


1000 ee” associations qui subsisteront encore, 


1000 ef -où le plus jeune survivra, 
® 1000 ef” où le plus âgé survivra,. 
1000 ff" K où tous deux seront morts. 


 Calculant les mêmes nombres pour chaque année, on 
formera une Table pareille à celle que M. Duviilard 
æ construite pour les mariages, sur les registres de la 
ville de Genève (*), et à l’aide. de laquelle on dé- 
terminera la durée probable et la durée moyenne de 
l’association, comme la vie probable et la vie moyenne, 
par la Table de mortalité des individus (110 et 113). 
Pour donner plus d’exactitude à sa Table des ma- 
riages, M. Duvillard a pris e et f suivant la loi de 
mortalité particulière aux hommes, e et f’ suivant celle 
des femmes ; mais ce soin, auquel j s’est borné, faute 
de pouvoir faire mieux, laissait encore quelque incerti- 


, 


(*) Recherches sur les Emprunts, p. Go. Voy. aussi dans les 
Novi Commentarit Acad. Petrop » t XII, p.099, un Mémoire de 
Daniel Bernoulh, sur le même sujet, 
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tude ; car dans les Tables ordinaires de mortalité, les 
décès des individus mariés sont confondus avec ceux des 
célibataires , et il y avait lieu de présumer que l’ordre 
de mortalité n’est pas le même pour cés deux classes. 

Le dépouillement des registres de la paroisse de Saint 
Sulpice , l’une des plus populeuses de Paris, avait 
présenté à cet égard un fait remarquable, Dans le ré- 
sultat de 29 années, le nombre des hommes céliba- 
taires et celui des hommes mariés ou veufs de tout 
âge, étaient dans le rapport de 7 à 2 ; mais à Pâge de 
90 ans, ce rapportm’était plus que de 9 à 43, presque 
de 1 à 5. Le nombre des filles et celui des femmes ou 
veuves de tout âge, étaient dans le rapport de 1 à 4; 
mais à l’âge de 00 ans, ce rapport n’était plus que de 
14 à 109, presque de 1 à 8 (*). 

Les mêmes différences ont été remarquées en Angle- 
terre et en Suède ; ainsi il n’y a pas de doute que des 
Tables construites avec des observations faites immé- 
diatement d’après les mariages, mériteraient la préfé— 
rence sur les nombres conclus par le procédé indiqué 


ci-dessus , et dispenseraïent en outre de toüt le calcü} | 


nécessaire pour obtenir ces derniers (**). 


Voilà un exemple très frappant et très simple de ce 
que j'ai annoncé dans le n° 107 SûT l'avantage des ob- 
servations directes. Tant qu’on n’a connu dans chaque 
lieu qu’une loi générale de la mortalité, il a fallu sup- 
poser quelle convenait à peu près aux deux sexes ; 
a-t-on fait la distinction des sexes, il à fallu süp- 
poser encore que la mortalité A personnes ma- 


riées différait peu de celle des célibataires ; mais 


(*) Page xxxij du Discours préliminaire de La Dottrina degli 
azzardi, déjà citée en note, p. 200. 


(7*) Voy.le 1er chap. de l’ouvrage de M. Baily, cité on note p.204. 
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l'observation particulière de la durée des mariages et 
de leur dissolution, dispense de toute hypothèse, en don- 
nant immédiatement les probabilités dont on a besoin. 


121. Les recherches sur les probabilités de la vie 
humaine ont trouve une application bien importante, 
dans les disputes qui se sont élevées sur l’inoculation 
de la petite vérole, Il y avait à résoudre deux questions 
décisives : premièrement, il fallait montrer combien 
l’inoculation conservait d’individus, afin de faire con- 
naître de quelle utilité elle pouvait être à la société ; 
et considérant ensuite le sujet sous le rapport de l’in- 
térêt personnel , il fallait balancer le danger que cette 
opération faisait courir à l’individu, suivant son âge, 
sa constitution, avec le danger de mourir de la petite 
vérole naturelle, plutôt que de toute autre maladie. Le 
premier de ces dangers étant actuel, devait frapper 
beaucoup plus l’imagination que le second , réparti sur 
toute la durée de l'existence, et ne paraissant que dans 
l’éloignement. A cette distinction , d’Alembert voulait 
qu’on ajoutàt la différence de prix que doivent avoir 
les années de la jeunesse, comparativement à celles 
d’un âge avancé; mais ici on retombe dans ces esti- 
mations vagues qui ne peuvent être l’objet d’aucun 
calcul exact. FE 

On arriverait facilement à des déterminations précises 
sur l’une et l’autre des questions énoncées plus haut, 
si l’on connaissait le nombre des individus que la petite 
vérole attaque dans chaque année, avec leur âge, le 
nombre de ceux qui en meurent, et quelle serait la 
probabilité de mourir chaque année, si la petite vérole 
était éteinte. Ce dernier élément a été conclu des don- 
nées précédentes et des Tables ordinaires de mortalité, 
en retranchant du nombre total des morts de chaque 
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âge, celui des morts causées par la maladie, et divi- 
‘sant le reste par le nombre total des individus existans 
à cet âge; mais cela suppose que les individus éteints 
par la petite vérole, n’auraient succombé à aucune 
autre maladie , s’ils eussent été préservés de celle-là, 
supposition qu'on-pourrait bien ne pas admettre. I] 
paraît plus'exact de comparer le nombre de décès 
occasionés par d’autres maladies que la petite vé- 
role, non pas à la totalité des individus de l’âve 
dontil s’agit, mais au nombre de ces individus, dimi- 
nué de ceux qui sont morts de laïpetite vérole, quoi- 
que ce ne soit pas encore tenir compte de la manière 
dont se seraient éteints ces derniers individus, s’ils 
eussent été préservés de là petite vérole. Pour éviter ces 
objections, il faudrait déterminer immédiatementcette 
mortalité sur des individus soustraits à l’influence de la 
maladie. En choisissant ceux qui ont déjà eu la petite 
vérole, on pourrait néanmoins encore craindre que l’ef- 
fet de cette maladie n’eût opéré dans leur constitution 
un changement d’après lequel leur ordre de mortalité 
ne fût pas le même que pour des individus préservés de 
toute autre manière ; mais quoi qu’il en soit de ces dif- 
ficultés, les résultats n’en conservent pas moins la même 
marche, et je ne les ai exposées que pour montrer 
co le sujet est épineux. Je reviens aux données 
indiquées ci-dessus. 


IN étant toujours le nombre annuel des naissances, 
je désignerai par 9", v”, #”, etc., le nombre des indivi- 
dus existans à 1, 2, 3, etc., ans, para, &’,«', «”,etc., 
ceux qui sont attaqués de la petite vérole avant 1, 2, 
3,etc., ans, et par &, w', pp”, elc.; ceux qui en 
meurent. Le nombre dé morts causées par d autres 


maladies sera, 


——————————————— 
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de o à 1 an, N—v —%, 


1 à 2 M — pu, 
2259 D pt — pu”, 
etc. 


Les probabilités de mourir de ces maladies seront, 
dans la première hypothèse, 


Mises D — pe gp — pu à pp — ue" 


N » v' 2 v" b) etc 9 


et dans la seconde, 


NET. ? Lg + detre ah ALES ne 
N ? v' —w ? v" — pe" 2 etc. 


En général, qu’elles soient déduites, soit de ces ex- 


| pressions , soit des précédentes, ou de toute autre ma- 


nière, désignons-les par m, m', m", m", etc. ; après 
Vextinction de la petite vérole, un n6nibre N de nais- 
sances donnera IV{1 — m) leiihe âgés de 1 an; 
N(1— 7m) (1— mn) enfans âgés de 2 ans, etc. , nombres 
qui formeront la Table de mortalité correspondante à 
cet état de choses ; et en la comparant à la suite des 
nombres Æ ; v”, ”, v"”, etc., on en déduira le nombre 


des individus qui sont conservés dans chaque âge, l’aug- 


mentation de vie moyenne gagnée par eux en parti 
culier, et celle qui en résulte pour tous les individus. 
Connaissant d’ailleurs le rapport du nombre annuel des 
mariages à celui des individus nubiles, et le rapport 
du nombre des mariages aux naissances , on obtiendrait 
l'accroissement produit dans les naissances, par les 
individus conservés’: ce serait le gain de la popula- 
tion ; mais pour qu'il ait réellement lieu , il faut que 
la facilité de subsister croisse aûssi dans le même 
rapport. | 
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122. Dans l’état présent, « individus prenant la 
petite vérole de o à ran, et # y succombant, il ré- 


sulte pour cette première année, les probabilités FN de : 


œ 


N 


x É = d'en mourir (x6), 
7. | 


prendre la petite vérole, Ni 


.N ne jura é 
È TAC e nen être pas atteint. 

Des N — « individus qui ne l’ont point la première 
année , la mortalité causée par les autres maladies n’en 
laissera que (N—x) (1—mn) ; sur cenombre, «’ prendront 
la petite vérole dans la seconde année, 'et#' y succom- 
beront; ainsi on aura, pour cette 2° année, les pro- 

’ 
babilités 


2 : 7 
(NE prendre la petite vérole, 


LA 


12 œ 

(N— 2) (1—m) (N— à) (im) 
de n’en être pas attaqué. Le nombre des individus 
quineseront pas atteints étant alors (N—«)(1—7m)—4", 
se réduira par les autres maladies, à.......,..:... 
{ (N— à) (1—m) — « } (1—7), de la seconde à la 
troisième année. En continuant ainsi, on calculera les 
probabilités correspondantes à chaque année. 


d’en mourir, et 1 — 


Si, pour abréger, on désigne par #’, #", e”, etc., le. 


nombre des individus qui ne sont pas encore atteints de 
la petite vérole au commencement de chaque année, 
les probabilités d’en mourir seront, pour la 1", la 2°, 
la 3°, etc., année, | 
’ [74 
CR 
N° fre en 


etc. ; 


les probabilités d’être du nombre des individus qui n’en 
ont pas encore été attaqués seront au commencement. 
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des années 1, 2, 3, etc., 


€ 
N°? / , 7 etc. ; 


d’où il suit que les probabilités d’en mourir dans 
1, 2, 3, etc., ans, à partir de la naissance, seront 


FTP A {à 
RE dk 


NT N NN: 
et en partant de 1 an, 
PA ue” &” 
ee Per Some mt PAUL: L LES 
$ £ £ 


résultats qu’on peut appliquer à toutes les années, em 
accéntuant, d’après le numéro de ces années, les 
| quantités e et ge. La somme 


PORN EPA ANS HET 
{ 
€ 


de ces probabilités, poussée jusqu’à la plus longue 
durée de la vie, donnera le risque de mourir de la 
petite vérole, rapporté à l’âge d’où l’on part. Ce risque 
rest celui qui devait être comparé au risque de mourir 
de la petite vérole inoculée, pour estimer l'avantage 
que l’inoculation offrait à di qui voulait s’y 
soumettre. “ 


123. Il serait aisé de tirer de ces calculs le nombre 
des individus de chaque âge qui meurent sans avoir eu 
la petite vérole, la. durée moyenne de leur vie, et 

beaucoup d’autres conséquences, développées par 
M. Duvillard, dans l’ouvrage cité, p. 213, mais dont 
le détail n’entre pas dans mon plan. 

Daniel Bernoulli, par son ‘éminente sagacité, sup 
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pléa aux données précédentes qui lui manquaient ; 
en $ "appuyant toutefois sur deux hypothèses que les! 
faits n’ont pas confirmées, savoir, que le danger d’être: 
attaqué de la petite Prble était le même pour tous! 
les âges, ainsi que le danger d’y succomber (*); mais, 
l'avantage était d’ailleurs si considérable, qu’il de- ! 
meurait encore, très évident malgré ce défaut, que! 
M. Duvillard , aidé des observations multipliées faites ! 
postérieurement au Mémoire de Bernoulli, a entière- 
ment évité. Voici quelques-uns des principaux résul- 
tats qu’il a obtenus. | 
On trouve aux pages 142 et Suiv. de son Ouvrage, : 
1°. que dans l’état naturel, sur 1000 000 d’enfans nais- 
sans, 85 685 mourront tôt ou tard de la petite vérole, 
et que la’ vié moyenne de ceux-ci sera de 84"3,0, ; 
2°, que si cette maladie avait disparu, la vie moyenne 
des enfans de 4 ans s’éleverait à 44,9, et que! 
dans cet ordre de choses, que l’auteur appelle 
l’état non variolique, la vie moyeune des enfans 
naissans serait de 324 = au lieu de 28% à (114); 
la population, qui, pour 1000000 de naissances, 
ne monte qu'à 28763000 individus, s’éleverait à 
32256000. Tels seraient les effets de la vaccine} 
si la pratique en devenait générale. Et qui pour- 
rait empêcher qu'il n’en fût ainsi, puisqu'elle est 
d’une extrême facilité, qu’elle ne présente aucun dan 
ger, que le nombre des épreuves ‘directes et inversés | 
auxquelles elle à déjà été soumise constate son utilité, | 
par une probabilité très approchante ‘de l’unité, et 
appréciable-par les calculs les plus simples ? 


124. Ce n’est pas pour la petite vérole seulement 


(*) Mémoire de l’ Académie des Sciences de Paris, an. 1560, 
page 1. » 
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que les médecins ont formé des tableaux d’observa- 
tions : il y a déjà quelques ouvrages où l’on a suivi cette 
méthode, la seule qui soit vraiment démonstrative, 
puisque la médecine ne se compose en grande partie 
que de faits déduits immédiatement de l’observation, 
qui seule a fait remarquer et a constaté l’effet des re- 
mèdes spécifiques les mieux reconnus pour tels. Les 
efforts de la nature se combinent de tant de manières 
avec les diverses méthodes curatives, qu'aucune de 
ces méthodes n’est peut-être entièrement dépourvue de 
succès’, au moins apparens. C’est donc par la compa-: 
raison du nombre de ces succès, avec le nombre total 
des maladies traitées suivant chaque méthode, et des 
maladies abandonnées à la-nature (si ce on cas 
pouvait avoir lieu), qu’ on doit assigner le mérite re- 
latif de ces méthodes , et répondre aux objections re- 
nouvelées sans cesse de la médecine. M. Pinel, 
et plusieurs autres médecins, ont fait connaître 1: ) 
résultats obtenus dans les hôpitaux où se traite l’a- 
liénation mentale. En 1789, M. William Black, mé- 
decin anglais, a publié la :seconde édition d’une 
Analyse arithmétique et médicale des maladies et de 
la mortalité. de l'espèce humaine { An arithmetical 
and medical Analysis, etc.). C’est par la conti- 
nuation et l’extension d’un pareil travail, que l’on 
pourra constater irrévocablement si la médecine fait 
des progrès réels : les hôpitaux, plus nombreux et 
beaucoup mieux tenus que dans le siècle dernier, of- 
frent à cet égard de grandes facilités (*). 


(*) On a tant ie RE RUE CE LIR COR c’est-à-dire la raison 
appliquée à tout ce qui intéresse la société, qu’il doit être permis de 
rappeler les faits évidens qui parlent en sa faveur. L'un des plus 
frappans est l'amélioration dussort des malades dans les hôpitaux, 
due aux efforts d'hommes bien connus pour n’être mus que par une 
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Des Rentes viagères et des Assurances sur la vie et 
sur les choses. 


125. Les probabilités de la vie humaine, combinées 
avec l’accroissement des fonds placés à intérêt composé, 
ont donné lieu aux rentes viagères, aux assurances 
sur la vie, aux caisses d'épargnes, et en général à 
toutes les spéculations par lesquelles on se procure, 
soit pour le présent , soit pour l’avenir, des avantages 
pécuniaires dépendans des chances de la mortalité. 
L'importance de ces théories a multiplié beaucoup 
les questions qui s’y rapportent et les auteurs qui en 
ont traité : on ne doit donc s'attendre à trouver ici 
que les indications nécessaires pour montrer comment 
le sujet se rattache au calcul des probabilités : et la 
solution des problèmes les plus simples sufhra pour 
cela. 

Considérons premièrement chacun des v individus 


philantropie purement humaine. C’est par leurs soins, et dans un 
temps difficile, qu’a cessé l’entassement des malades dans un même 
lit à l’Hôtel- Dieu, que les mesures ont été prises pour diminuer la 
mortalité effrayante des enfans trouvés, qu’ont été formés des hos- 
pices séparés pour l’accouchement et l'allaitement, et beaucoup 
d’autres institutions d’ordre et de bienfaisance qu'il serait trop long 
de détailler ici. Dans ce dix-septième siècle, si vanté, la mortalité de 
l'Hôtel-Dieu de Paris était le scandale des étrangers : il y périssait 
plus de 3000 malades par au, faute de soins. (Voyez Æssay tending 
to prove that in the Hospital called L’hostel-Dieu at Paris, there 
die above3000 per annum, by reason of ill accomodation (1687), 
several Essays, etc., by William Petty, édit. de 1955, p. 63.) 

Le zèle religieux comme la pitié, peut sans doute prodiguer les se- 
cours; mais Ja raison seule, les dispensant avec impartialité, 
établissant l’économie par l’ordre, sait faire participer le plus grand 
nombre d'individus au bienfait, et préparer dans le présent des res- 
sources pour l’avenir. 
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compris dans une Table de mortalité à à un âge donné, 
commé propriétaire d’une rente viagère s, où comme 
devant toucher annuellement cette somme pendant 
toute la durée de sa vie; celui qui est chargé de payer 


ces rentes, et que je nommerai le banquier, donnera à 


la fin de be 1e année la somme v's, à la fin de la 2° ‘) 
AE à la fin de la 3°, v"s , et ainsi de sûite, vw’, v’, 
v", etc., désignant le ATP des individus existans à 
la fin de ces années. Si t représente le taux-de l'intérêt, 
<es.sommes ; Fappor tées au commencement de la pre- 
mière année (voyez les É tlém. d’ Algèbre), deviendront 
respectivement 


v's v's vs 


+2 (+0 G+ D 


et ainsi de suité, jusqu’à l’âge où finit ga Table de 
mortalité. En es ajoutant on aura la valeur.totale de 


cé qu’ont dû payer les individus existans à la première 


époque, pour acquérir ces rentes : chacun d’eux aurà 
donc payé pour sa part, w 


TES ON UE RES v” 


v tt mia ct a) 


s v ro £ , 
TRY Let Gen tpm bee + 


La somme S est le capital de la rente viagère s; 


: &'est aussi la valeur moyenne des sommes payées par 
le banquier, réparties entre tous les individus de la 
Table , de manière qu’il n’éprouvera ni perte, nigain, 

| ES l'extinction des rentiers à lieu conformément aux 


nombres marqués dans cette Table. 
La formule de l’espérance mathématique FO la 


. même expréssion pour $,en ne considérant si l’on 


eut qu’un. seul rentier ;- car les sËmmes éventuelles 
3° édition. 15 
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rapportées à la ONE Fo étant 
S té is ke. 
etc. 
144 CE CE l s) 
et les probabilités que le rentier existera à la fin dés 


années 
rt 2 à etc., 


étant 


v” v” i 
a ’ Ve oo e C . 
v v » cp , ? 


son espérance mathématique sera 


s v" s v” 


v" S 
vihitorpptvorpt 
S 

ÿ 


etc. 


, CE m 
(4 


V 700. | 
M QE OC TA BOX nl Ve bo 
fe. w Gent (1 2) ete. }, 
valeur de $ trouvée ci-dessus. | 


126. Ces deux manières de mettre le problème en 
équation doivent rappeler les réflexions du. n° 84, 
et montrer comment le sort de l’emprunteur qui se 
charge d’une seule rente viagère, diffère de celui du: 
banquier payant un nombre de rentiers assez consi- 
dérable pour que leurs décès suivent l’ordre indiqué 
par la Table de mortalité. La première entreprise est 
bien hasardeuse; l’autre, au contraire, l’est peu, si 
toutefois la Table de mortalité. a été construite ou 
choisie d’après la classe d'individus qui doivent com- 
poser les rentiers. Quand il s’agit d’un emprunt public 
à rentes viagères, on doit bien se garder d’employer 
la Table de mortalité générale, pour une grande ca- 
pitale ; car ce ne sont guère que des individus choisis 
‘qui s'intéressent à ces emprunts : aussi sont-ils très 
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onéreux à l’état quand on donne le même taux sur 
toutes létes, c’est-à-dire pour un âge! quelconque, 
comme on l’a fait, en France, vers 1780 ,"ce qui à 
produit la spéculation suivante. 
Des banquiers, ayant remarqué l’avantage que les 
femmes avaient à Genève sur les hommes, ‘par rapport 
à la durée moyenne de la vie, en ont fait choisir par 
des médecins, un certain Soitre ayant déjà subi 
les épreuves a la petite vérole ; de la. rougéole ; ont 
la constitution paraissait la meilleure } ‘et dont ils‘pou- 
vaient surveiller la conduite. C'est surces têtes qu'ils 
ont placé leurs fonds, dont ils ont formé un seul ca- 
pital, divisé en actions, par un arrangement fait 
entre eux, de manière à pouvoir associer un grand 
nombre dé personnes à leur spéculation. Recevant 9 
pour 100 d'intérêt, 1ls pouvaient donner 7 pour 100; : 
ce qui était ar intérêt lépal, et les 2 pour 100 
qui leur restaient, étant placés à intérêt composé, à 
5 pour 100 seulement, devaient en 26 ans reformer 
le capital. Or la vie CAR des femmes de Ge- 
nève, prise à l’âge de 20 ans, surpasse beaucoup ce 
: Étun puisqu'elle s'élève à fo et de plus, comme 
ce n’est là que le terme moyen, pris sur toutes les 
| professions, 1l y a bien lieu de croire que celui des 
: sujets choisis par les banquiers dont nous parlons aurait 
* été plus fort, «en sorte qu’on ne s’éloignerait pas beau- 
‘ coup de la vérité, en’ prenant pour leur profit ce que 
serait devenu le capital au bout de 40 ans ,'et alors il 
: se serait plus que doublé. 
| Ce n’est là qu’un aperçu; car pour avoir la vraie 
mesure du désavantage de l’emprunteur dans le cas 
‘actuel, il faudrait connaître avec précision l” Prdre de 
{ Movtalité dés individus de la classe dont il s agit, et 
| calculer à quel taux devrait être l’intérêt de l'argent, 


10: 
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pour qu’ils pussént cbtenir 9 pour 100 en rentes via 


gères. La solution de cette question dépendrait de 
l’équation du n° 125; les données seraient v, w', vw”, 


: > ‘he 
v”, etc. : on aurait s — & 4 .$ disparaïtrait comme 
2 » 100 ? 
#” 


facteur commun aux deux membres, et il viendrait 


ae learn. G+6) 


équation de laquelle il faudrait tirer la valeur de #, ce 
qui ne pourrait se faire que par des tâtonnemens assez 
laborieux, si l’on n’avait pas déjà un grand nombre de 
Tables construites d’après divers ordres de mortalité, 


et pour divers taux d'intérêt. 
#& 


+ etc. }, 


127. Îl est évident que de simples opérations aride 
métiques suffisent pour calculer la valeur de S et ré- 
soudre la question directe, en ayant même égard à une 
circonstance que j'ai négligée, pour plus de simplicité. 
J'ai supposé, dans la construction de la formule du 
n° 125, que les décès des rentiers avaient lieu à la fin 
de chaque année ; mais comme il n’en est pas ainsi, et 
que l’on paie aux héritiers une partie de la rente pro- 
portionnelle au temps que le rentier a vécu, il faudra, 
DORE AA cette différence, substituer + (w À 

à v°, 3 (v° + 0") à +”, etc. Si l’on voulait établir la loi. 
de continuité ji les décès , il faudrait substituer aux 
nombres v,w’,v"..., une expression générale de la 
loi de ihortalité (112), et recourir au calcul intégral 
(Voyez la note ITF. 


(1 
[4 


\ 
| 


Le plus souvent on n’emploie, pour ich le cal |" 


cul, que La distinction des périodes pendant lesquelles 
il est permis de regarder le nombre annuel des morts 
comme constant. En désignant ce nombre par "2, äl 
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vient | 


s'=v—m, v'=v— 2m, y"=v—3m, etc., 


ce qui change la valeur de S en 


, S f(v—m ,v—2m , v—3m 
er Br tr EE GE pe Pete d- 
Cette expression se décompose dans les deux suites 


— 


un 


S “1 I 1 
ti CERTES | 


sm 


| AÉCRREX UE di 2 + SE hobaR er LL 


_ pour abréger, on fait 


(I + 6) 1+t (146) (+ 
n représentant le nombre d’années, de la période. Si, 


— 4, la première suite, 


I 
1+1 


‘ quiest une progression par quotient, deviendra 


gs {1 Haas Ha); 


! et la seconde se changeant en 


- 


TT {14 29439"... + ang}, 


L 


on posera 


. 1+2g+ 3q°.... Lng =; 


multipliant les deux membres de cette équation par g, - 
il viendra 


qg+2q +3g*....+ng"=[g; 


puis ajoutant au pr emier membre, la pr ogression par- 
quotient 
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1+g+g+g"..... Hg", 


n+1 


I — 


et au second, TA + 


, Somme de cette progression , 


' 


on obtiendra 


T— 


D +49 en 9" = fg + As. 


L 


Obérant alors que 
1429489 +49... ++) =f+ (RH 19", 


on formera l’équation 


ni 
J+G+ pet, 
d’où l’on déduira HR ‘ 


aie 1— gt _ (n+r)g" Si Mél EN 
| (9 19 
Au moyen de cette dEPNiore somme et de celle de la 
première suite, on a enfin 


ré ra el — Pr er 
ER 4 G—9) LT RS 


formule où il ne reste plus qu’à mettre pour g sa! 


(*) On parvient bien facilement à ce AA LE par le calcul différen- 
uiel ; car il est visible que 


1— g+t 
: 2, dr ag RAR Er 
1#929 + 392... nq0T = RARE SL | M 


On trouvera de même la somme des séries analogues dans nn ordre 
quelconque. 
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1 e ; : 
valeur-—— , et opérer quelques réductions, aux- 
1-t 


quelles je ne m’arrêterai pas. En l'appliquant à chaque 
période , depuis l’âge d’où l’on part jusqu’à la fin dela 
Table de mortalité, la somme des valeurs trouvées 
pour S’ donnera celle de $. L'hypothèse de Moivre (112) 
est commode en ce qu’elle ne fait qu’une seule période, 
à partir de 22 ans. 


128. Comme le plus souvent Cest une Table de 
rentes viagères que l’on construit pour tous les âges, 
Euler, dans le Mémoire cité p, 207, a trouvé com- 
mode de dériver le taux relatif à un âge, du taux 
relatif à l’âge suivant. Si l’on substitue des numéros 
inférieurs désignant les âges, aux accens dont les y sont 
affectés dans la formule du n° 125, on aura pour 
l’âge n, 


S (On+r Va n+3 
FFT UE a tag ete }- 


et pour l’âge n+ 1, 


S [4 V3 
CE =" { ns — etc. b 
m1 PL, NE AUS FAT CLR 

ya âge le plus avancé de la Table de mortalité donnant 
| le dernier terme de ces suites. Si l’on divise la seconde 
| équation par 1 +4, qu’on multiplie les deux membres 
de la première par v;, ceux de la seconde par v, ht 


et qu’on retranche les produits terme à terme, il res- 


tera seulement l'équation 


Var Par : 
TES EE 
Pa 


qui fera connaître S, par le moyen de S,41, et pourra 
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servir à calculer les valeurs du capital de la rente s, en 


commençant par l’âge le plus avancé. Assez ordinaire- 
. { 
ment on faits 1/7, ou=— 100/". 


< 


129. Les rentes sur deux têtes se calculent d’une 
manière analogue, en substituant aux: probabilités 


La “ 


w" y . “, 
AE etc, du n° 125, les valeurs successives de la 
v " : 


quantité 
do ++ =i-f, 


qui, dans le n° 119, exprime la probabilité de l’exis- 
tence de l’une quelconque des deux têtes sur lesquelles 
‘la rente est constituée, où bien en appliquant à une 
Table indiquant la loi suivant laquelle s’éteignent un 
nombre donné d’associations d’âges donnés, les consi- 
dérations par lesquelles commence le n° 125. 

130. L’espèce de tontine la plus simple , n’est au fond 
qu'une annuité à terme probable; car dans ce place- 
ment, où les rentiers survivans héritent de ceux qui 
sont décédés, le banquier paie tous les ans la même 
somme, jusqu’à l’entière extinction de la ‘classe des 
rentiers du même âge. Supposant que S soit la somme 
qu’ils ont placée en commun, s celle que le banquier 
leur paie chaque année, et n GE nombre d’années qui 
doit s’écouler jusqu’au hr de la Table de mor talités 
on aura j . 

SÆ=s (paire | 
t(1 +0)" 
(Elém. d'Algèbre); quant à la somme s, elle se parta- 
sera entre les rentiers, suivant le nombre d'individus 
existans chaque année. 

Lorsque la classe des réntiers est tès nombreuse, il 
est évident que le nombre » est celui des années com- 
prises depuis l’âge où 1ls font leur placement jusqu’au 


PE 
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dernier âge marqué dans la’ Tabléfde mortalité; mais 
dans le cas contraire , le banquier leur ferait tort, en 
reculant ainsi le terme de l’annuité. Saint-Cyran pro- 
pose de prendre pour ce terme l’année où 1l y a une 
probabilité : que tous les rentiers seront éteints; dans 
le cas de deux rentiers , par exemple, ce serait l’année 
où la quantité ff” du n° 119 se réduirait EL est 
à-dire Le terme dela durée probable de l'association (*). 

Si les rentiers ne devaient hériter que d’une portion 
du revenu des décédés, de la moitié, par exemple, 
le banquier aurait à payer, à la fin de la 1° année, 


/ 


( u —1#" v + p : | 
v' + —)= dE e rentes, à la fin de la seconde, 


\ . 
7 
ds SRE Chonérar ue À ainsi de suite : on aurait donc 


l'équation 


= Sfr + Pons p + p” 
Hé Gp GE 


: 


H-etc. és 


et chaque rentier toucherait les sommes 


(RME Pal la 
29 


fin de la 1° année, fe jrs di à la fin de la 2°, etc. 


131. La théorie des caisses d'épargnes ne diffère pas 


(*) Recherches sur Les emprunts, 2e part., p. 48. Si l’on pre- 
nait cette même durée pour le terme dés rentes viagères quelcon - 
ques, ie calcul, réduit à celui d’une annuité, deviendrait beaucoup 
plus simple ; mais, excepté dans des cas très rares, il donnerait tou- 
jours des rentes plus faibles que le procédé du n° 125. Sous ce rap- 
port il conviendrait peut-être mieux au cas où ils agit d’une seule 

rente; car alors le banquier s’expose beaucoup : mais pourquoi le 
rentier ferait-il un contrat désavantageux, quand il peut obtenir un 
taux plus considérable en prenant part à de nombreux placemens © 


234 TRAITÉ ÉLÉMENTAIRE 


beaucoup de celléles rentes viagères sur une seule 
tête; et celle des caisses par le moyen desquelles on 
assure des pensions aux veuves, ressemble assez à 
celle desrentes viagères sur deux têtes. 

Dans les établissemens de la première espèce, cha- 
que associé donne, soit une somme une fois payée, soit 
un sommeNannuelle, pour avoir droit à une pension 
dans un âge avancé, ou à des secours en cas de mala- 
die. IL est aisé de voir que dans le premier cas, si S 
désigne la somme donnée pour recevoir une pension s, 
âprès un nombre #7 d'années , les sommes étant rap— 
portées à l’époque du placement, on aura l’équation 


RS AE M Moue ce 
Le s L& +0)" GE "ES } 


Si l’on paie des sommes Ut S y Si, Savetc. il 
faudra substituer à $ la suite 


PARA LA 


vi +0 ce 2 NE 


C’est à ce cas que reviennent les retenués que l’on fait 
aux employés dans certaines administrations, pour 
leur assurer des pensions de retraite. 

Si la caisse doit donner des secours en maladie , il 
faudra introduire dans le second membre les produits 
de ces sommes, réduites à la même époque et multi- 
pliées chacune par la probabilité de les délivrer. Cette 
probabilité doit se conclure des observations faites avec 
soin , sur le nombre et la durée moyenne des maladies 
STE, la classe d'individus à laquelle la caisse est parti- 
culièrement affectée. 

L’utilité de semblables établissemens estsi évidente, 


LÀ 
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que de simples ouvriers laborieux et économes se 
sont réunis pour en former. Quoiqu’ils n’eussent pas 
tous les élémens nécessaires pour bien asseoir leurs 
calculs, et que leur petit nombre ne leur donnât pas 
autant d’assurance qu’une réunion plus considérable, 
cependant plusieurs de ces réunions ont prospéré.. 
Toutes ont senti l’avantage qu’elles auraient à s’é- 
tendre; mais, comme on peut le voir par les inté- 
ressans rapports qu'a faits sur ce sujet, à la Société 
Philantropique, M. Dupont de Nemours, presque 
toutes ont craint d'attirer les regards, de peur d’être 
atteintes par la versatilité des systèmes financiers de 
l’état; car ce n’est que par une grande süreté dans 
les placemens, que ces caisses peuvent prospérer. L’i- 
dée de les lier avec l’administration du Mont-de- 
Piété, comme l’a proposé M. Mourgue , dans le plan 
qu’il a présenté à l’Institut, serait très heureuse , si 
cette administration, qui peut faire l’emploi des plus 

| petites sommes, et dont les capitaux sont dans un 
mouvement Rate SR demeurait indépendante des 


fonds publics (*). 


132. Lä forme des caisses affectées aux pensions des 
veuves peut varier aussi de plusieurs manières ; mais 
il suffit de considérer la forme la plus simple, pour 
pouvoir, au moyen de ce qu’on a vu dans les articles 
| précédens, se faire une idée de la manière de traiter 

les autres. Que chaque homme marié donne, soit en 
se mariant, soit annuellement, une somme, sous la 
condition que s’il meurt, sa veuve recevra, soit une 
somme, soit une rente donnée ; on exprimera facile 
ment les relations de ces sommes, en les réduisant 


(*) Plan d'une caisse de prévoyance et de secours. 


Li 
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toutes à la même époque , et en les multipliant ensuite 
par la probabilité de les payer. 

Si la condition est un seul paiement à faire par cha- 
que membre de l'association et par la caisse, il suffira 
de substituer au nombre v, dans la première équation 
du n° 131, le nombre ee’ du n° 119, calculé d’après 
des Tables appropriées à la classe d'individus dont il 
s’agit, et aux nombres v,, v,,,, etc., celui des femmes 
qui deviennent veuves chaque année, lequelest la dif- 
férence des valeurs de e‘f d’une année à l’autre. 

Si les paiemens sont faits annuellement , tant par les 
associés que par la caisse , alors c’est la seconde équa- 
tion du n° 131 qu’il faut employer, en substituant aux 
V, Vis Va, etc., du premier membre, les valeurs succes- 
sives de ee” (119), et aux v,, ri, etc., du second 
membre, celles de e’f, qui désignent le nombre de 
veuves existantes à la fin de chaque année. 


133. Ces exposés sommaires n’ayant pour but que de 
faire connaître les relations des diverses manières de 
combiner l'intérêt de l’argent avec les chances de la 
mortalité, et les moyens qu’on peut employer pour 
résoudre les questions qui s’y rapportent, je renvoie 
aux auteurs qui en ont traité particulièrement, à la 
tête desquels il faut placer Euler, pour son ouvrage 
sur les Caisses des veuves; mais je ne dois pas omettre 
de faire observer que si, dans les emprunts, l’équité 
exige qu’on rende aux prêteurs tout ce que leur as- 
signe la formule de l'espérance mathématique, il.n’en 
saurait être de même dans les caisses établies pour les - 
épargnes , les secours , etc. Celles-ci ont des frais d’ad- 
ministration qui doivent être supportés par :tous les 
membres de l'association. De-plus, tant que l’asso- 
clation est peu nombreuse, la caisse doit prendre quel- 
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que avantage, afin de parvenir à former un fonds qui 
puisse parer aux irrégularités que la succession des 
évènemens présente par intervalles, ou bien elle ris- 
querait de se trouver hors d’état de remplir les con- 
ditions qu’elle s’est imposées. Elle donnera donc un in- 
térêt moins fort que le taux ordinaire, ou fera une 
retenue sur les sommes payées par les sociétaires. La 
réunion de ces bénéfices, multipliés par les probabilités 
qui leur correspondent, compose l’avantage du ban-— 
quier, comme pour la loterie et les jeux; mais sa dé- 
termination exige encore qu’on distingue le cas où la 
caisse n’emploie à faire son service que les fonds 
qu'elle a reçus, et celui où le banquier a entrepris, 
à ses risques et périls, de faire ce service sur ses pro- 
pres fonds, au moyen da bénéfice qu’on lui alloue (*). 


‘€ 


(*) Après avoir négligé pendant trop lang-temps d’imiter des éta- 
blissemens utiles que nous voyions prospérer chez nos voisins, nous 
paraissons nous y porter avec un engoûment que des spéculatenrs 
s'efforcent de mettre à profit, en variant de toute manière les for- 
mes qui peuvent faire naître des espérances, ou plutôt des illu- 
sions enivrantes. [Il serait donc convenable qu’on répandit à ce sujet 
des lumières propres à éclairer sur des déceptions qui peuvent nuire, 
non-seulement aux particuliers qui en seraient les victimes, mais 
aux établissemens équitables et désintéressés , dont la conservation 
importe beañcoup an bien de la société. 

Le point fondamental de ces instructions serait de faire connaître 
avec précision la nature et les avantages des diverses formes de cu- 
mulations d’épargnes et de remboursemens , afin de montrer celles 
qui sont le: plus favorables à l’intérêt des familles et à l'acquisition 
des habitudes qu’on doit encourager. D’abord on doit placer en 
première ligne les caisses d’épargnes dans lesquelles on recoit de 
petites sommes pour les accumuler, et rendre le produit éntier 
À des époques plus ou moins éloignées, comme l'établissement 
des enfans, là âge avance du père de famille. Icr, lorsque lPemploi des 
fonds de 5 caisse à élé sage, il y a peu ou point de risques à con- 
rir; le travail et la bonne conduite ont letir récompen-e, qui tourne 
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134. C’est à ce dernier cas que se rapportent les 
compagnies qui assurent les marchandises et les vais 
seaux, contre les risques de mer ou de guerre. les 
maisons, contre les incendies, la valeur des récoltes, 


» L 


tout entière au profit de la famille ,» et par conséquent de la so= 
ciéte, 

Malheureusement ce mode est trop peu productif quand les à 
nomies qu’on peut faire sont faibles : on a donc voulu , pour en. 
augménter le résultat, les combiner avec les chances de la morta- 
lité; et considérant toujours l’activité et le travail comme la res- 
source imrhanquable et nécessaire des familles peu aisées, on s’est 
borné à préparer des secours pour des malheurs imprévus : de là 
sont nées les assurances sur la vie et les caisses des veuves, par 
lesquelles on assure à des survivans une somme une fois payée 
ou une pension pour suppléer, pendant un temps plus ou moins 
long , au travail du père de famille, De tels établissemens se re- 
commandent par eux-mêmes sous tous les rapports, puisqu'ils en- 
couragent le sentiment le plus noble et le. plus utile à la société, 
le bienveillance pour nos proches. 

Que par des circonstances de lenr vie, des individus sans famille, 
on n'ayant que des parens aisés, se décident , pour améliorer plus 
sensiblement leur position, à faire des placemens viagers ; ce mode, 
moins digne d’être encouragé que les précédens , est encore bien 
préférable aux tontines; car, dans l’un comme dans l’autre, le 
fonds est perdu povr les héritiers; maïs du moins dans le premier, 
où le remboursement de ce fond s'effectue À mesure que la vie du 
rentier se prolonge, il obtient beaucoup plas tôt un revenu meil- 
leur que celui qu’il tirerait de la tontine, et ne perd que l'espérance 
frivole d’un revenu exagéré, auquel atteint à peine un petit 
nombre d'individus privilégiés, ou celle d’une riche succession, 
encore plus difficile à recueillir. ! 

Il n’est donc pas possible de voir dans les tontines autre chose 
que de véritables loteries dont les inventeurs s’adressent à la cupi- 
dité des actionnaires , et à cette passion de tenter les hasards qui ést 
la source de tant de désordres dans lés jeux. Si les inconvéniens des 
tontines sont moindres, c’est parce que le tirage, ou la décision du 
jeu , n’a lieu qu’à une époque très éloignée ; mais dès léur origine il 
a été reconnu que leurs chances n’étaient propres qu’à endormir 
l'activité de ceux qui s’y étaient intéressés. 

Aces observations morales sur l'effet des tontines, relativement 
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contre les intempéries des saisons, et en général tous 
les genres de commerce qui dépendent d’évènemens 
soumis au hasard, Celui qui se livre à de pareilles 
spéculations doit trouver dans.le taux qu’il exige, 


th mo 6 0 +, 2 NN 


aux rentiers , il fant joindre la difficulté de les amener à l’état d’un 
jeu égal, en les assujettissant aux règles du calcul des probabilités. 
Leurs auteurs, ne cherchant guère qu’à présenter des chances 
séduisantes , sans s’astreindre à la détermination exacte des probabi- 
lités qui dépendent d'opérations presque impraticables par leur lon< 
gueur, se bornent à réunir les associés en classes dont l’étendue est 
telle que les plus jeunes ont sur les autres un avantage très marqué; 
vient ensuite la difficulté de partager les fonds à l’expiration de 
chaque classe ou de ja tontine. Pour échapper à ces embarras, il n°y 
aurait qu'une seule manière, ce serait de ne grouper ensemble que 
des individus de même âge, daus les mêmes circonstances, d’as- 
signer l’héritage de chaque classe au dernier survivant; mais c’est 
un mode impraticable dans des associations formées d’un nombre 
peu considérable d'individus ; et il est bien à désirer que ce nombre 
demeure toujours renfermé dans des limites très étroites. 

Parmi les raisons qu’on a fait valoir en faveur des tontines, on 
n’a pas manqué de dire que, par leur moyen, le capital était 
conservé; mais peut-on dire que celui des rehtes viagères soit 


| perdu pour la société? Le rentier qui a eu plus d’aisance, con- 


sommant à raison de son revenu; a contribné au mouvement de 
l’industrie et du commerce, et c’est là tout ce que la société 


, peut demander en général. Que lui importe qu’un particulier 


jepenne très riche, tandis que d’autres languiront dans le be- 
soin ? Le but de la société est, ou doit étré, de distribuer le 
mieux qu’il est possible entre ses membres les douceurs que pro- 
cure la civilisation, et non pas de les accumuler dans un petit 
nombre de mains , en favorisant l’établissement des grandes for- 
tumes aux dépens des petites. | 
Ceux qui désireront plus de développemens sur ce sujet, pourront 
consulter le Moniteur du 4 octobre 1821, qui contient un rapport 


! fait à l’Académie des Sciences , dans lequel M. Fourier a exposé 


avec étendue les principes rationnels pour juger les.divers genres de 
placemens. Quant au calcul et aux données sur lesquels ce calcul 
est fondé, nous renverrons, à l’ouvrage que M, Francis Baily a 
publié sons le titre de The Doctrine of life annuities and as- 
surances, etc., déjà cité p. 204. 
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premièrement une probabilité très considérable de ne 
pas entamer ses fonds au-delà d’une certaine limite, 
afin de pouvoir continuer suffisamment sa spéculation ; 
secondement , une probabilité assez srande d’obtenir 
un profit au moins égal à l’intérêt que ses capitaux lui 
auraient rapporté dans. un placement qui ne lui eût fait 
courir aucun danger, plus au salaire auquel lui donne 
droit le travail qu’exige de lui son entreprise. 
Le premier élément à déterminer ici est le risque de 
perte et la probabilité de succès, Il ne serait pas aisé 
de dire comment on s’y est pris à l’égard des risqués 
maritimes; car je ne sache pas qu’on ait dressé des 
listes exactes et loug-temps continuées des vaisseaux 
qui sé sont perdus, ou qui ont été pris dans diffé- 
rentes guerres. La construction et le dépouillement de 
ces listes exigeraient beaucoup de détail, puisque dans 
la classification des évènemens, il faudrait considérer 
le lieu et le témps, soit du départ, soit de l’arrivée, la 
force du vaisseau, celle de l'équipage. Le détail de la 
valeur des pertes serait encore plus considérable, puis- 
qu’on assure non-seulement le corps du navire, mais 


les marchandises qu’il porte, et qu’on répond des ava 


ries que ce corps ou ces marchandises peuvent éprou- 
ver. Il ne paraît même pas possible: d'apprécier avec 
quelque exactitude cette foule de circonstances ;.maisil 


est vraisemblable que les profits du commerce mari- 
time ayantété d’abord très considérables, les/négo2: 
cians, dans la vue de se procurer des rentrées ter. 


taines, ont pu faire sur ces profits des sacrifices assez 
srands pour tenter des spéculateurs hardis. L’exemple 
des gains que ceux-ci. ont faits leur a bientôt donné des 
concurrens ; d’un autre côté, le bénéfice des marchands 
devenant moindre, etles dangers diminuant par le per- 


… 


fectionnement de la navigation , les uns ont appris de : 


1 


? 
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lexpérience ce qu’ils devaient abandonner, et les autres 
ce qu'ils devaient exiger pour ne pas trop compro- 
mettre leur fortune (*). 

‘ Si l’on voulait appliquer aujourd’hui le calcul à 
ce genre d’assurances, il y aurait de grandes re- 
cherches à faire dans les ports, pour se procurer des 
données exactes ; maïs il y a tout lieu de croire qu’on 
n’en retirerait pas beaucoup de fruit; car l’Acadé- 
mie des Sciences proposa trois fois ce sujet de prix, 
de 1783 à 1787, et ne put rien obtenir de satisfai- 
sant. La théorie n’était pas diflicile à établir, mais les 
faits ont toujours manqué ; et ensuite la considération 
d’un nombre fort grand de risques ayant des proba- 
bilités et des valeurs différentes, aurait rendu les 
calculs impraticables, à moins que l’on n’eût réduit 
tous les risques qui offraient quelque analogie , à un 


(*} J'ai vu dans un Mémoire manuscrit, dont l’auteur paraissait 
assez au fait de la pratique des assurances maritimes , que ie risque 


en temps de paix était estimé à = dans les cas les plus ordinaires, 


ce qui exigeait une prime de 1 et + pour &. On trouve dans les 
Annales de Chimie et de Physique, un strait du Tableau des 
Régions arctiques, par M. Scoresby, où sont rapportés des faits qui 
donnent la mesure du danger de perte pour les bâtimens hollandais 
et anglais qui vont pêcher la baleine vers le Spitzberg et la baie de 


Bafn, C’était d’abord 4 sur 100 ou _ pour les Hollandais, dans 


: ; : I EU 
les environs du Spitzherg , puis 2 sur roo ou — , près du détroit de 


ù 5o 
1 T1# 


J 
“Davis, et. maintenant moins de os Pour la flotte anglaise des 


-bäleiniers qui: fréquentent ces parages. ( Annales, etc., t. XVIII, “à 


page 45.) 


." Suivant le Mémoire manuscrit que j'ai cité plus haut, le risque 


d'incendie est estimé 


ail: : ; 
pour les maisons couvertes en ardoises 
0 


ut bâties en pierres. 


3° édition. 16 


# 
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seul, d’une probabilité et d’une valeur moyennes, ce 
qui aurait été moins exact, mais ce qu’il paraît impos- 
sible d’éviter de faire, même pour les autres genres 
d'assurances. IL aurait fallu aussi, dans la rigueur, 
faire usage des formules qui donnent les probabilités 
à posteriori ; mais il n’était guère moins nécessaire de 
sacrifier encore ce point à la brièveté (*”). 


135. En réduisant donc la questiôn à à l’état le plus 
simple, ne considérons que deux évènemens , l’un en- 
tièrement heureux, dont la probabilité soit e, l’autre 
faisant payer par Vdsnièut une somme a, et dont 
la probabilité soit f; désignons par p le nombre des 
vaisseaux assurés, et par Ÿ la somme que l'assureur 
reçoit pour éhacun. Cela posé, la somme des termes 
du développement de (e + f}, à partir du premier 
terme jusqu’au terme affecté de e?—1f4 inclusivement, 
donnant la probabilité que le nombre des évènemens 
malheureux ne surpassera pas g (22), si l’on étend 
cétte somine jusqu’au terme où elle cesse d’être moin- 
dre que la probabilité à laquelle l'assureur veut ar- 
river, de ne pas outrepasser la plus grande perte e 
qu’il consente à éprouver, et que g' représente la va= 
leur particulière deg à ce terme, g'a— pb sera la 
plus grande pérte correspondante à la probabilité fixée: 


(*) En examinant le sujet de plus près, la difficalté paraît aug- 
menter encore; car les naufrages arrivant en grand nombre par 
Peffet des ouragans, la probabilité de la perte d’un navire ne saurait 
plus être regardée comme celle d’un évènement simple : il faudrayt 
remonter jusqu’à | la probabilité propre des ouragans dans telle on 
telle région, et là combiner avec la probabilité de la perte d’an na-' 
vire dans ces circonstances. ” % 

Onestime que dans l'hiver de 18a1 à 1823, il a péri environ 20097 na- 
vires et 20 000 hommes ; 250 bâtimens et 2500 hommes ontété englou-» « 
üs sur les côtes du Dérniroke seulement. (Bulletin des annoncesét : 
des nouvelles scientifiques, t. LIT, p. 340, n° 8, août 1833, extrait RÈ 
du Courrier anglais du 6 mai.) . e 


# 
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. En l’égalant à c, on aura l’équation | 
q a—C ! 


gd'a—pb=c, d’où b— " ; 


puis représentant par g le gain que donne l’opération, 
lorsque le nombre des évènemens malheureux est ré—. 


duit à g", on formera l'équation 


po—g'a=s, 
dans laquelle mettant la valeur de, pb; ; tirée de l'équa- 
tion précédente, on aura 5e 


— / # 
gdac--qga=sg OÙ , q QU Sn ITR 


; : ? s J Ta 12 
par lorsqu'on se donnera g, fera connaître g 
par g’, indépendamment de p. Calculant alors la 


#4 : 
probabilité correspondante à la valeur dé 4, on 


verra si elle donne une espérance suffisante d'atteindre 
au bénéfice que comporte la nature de l’entreprise. 
Si cela n’était pas, on pourrait augmenter cette 
probabilité, en prenant pour l’exposant p qui marque 
le nombre des vaisseaux assurés, des nombres de 


plus en plus grands, afin que le rapport 2 7 T 3 Er de- 


venant de plus en plus petit, la somme des termes 
compris entre ceux qui sont affectés de e?—7f#" et de 
ep—3"f4", et composant la différence des probabilités 
de perte et de gain, décroisse de plus en plus. 
.136. Pour bien concevoir l’usage de ces formules, il 
est à propos, de se former une idée de la marche des 
valeurs qu’elles prennent dans des cas te ticuliers : à cet 


99 


effet, j'ai supposé e =, J=r set je rapporte - 


100 
ci-dessous les 12 premiers termes Fe développement 


de (-22 Eur ÿ 


109 100/ 
l’addition successive de ces termes. 


, avec les sommes résultantes de 


16. , 


# 


YA 
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Sommes 


Pertes. | Probabil. des probab. Pertes. 


0,133980 0,133980 
[027 0h07 0,404641| 


0,27203/10,676681 | 
0,181355|0,858036 0,000172 ARE 
0,090220|0,948256| 10 |0,000033|0,999994 
0,035723l0,983979|| 11  |0,000005|0,999990 


Dans ce Tableau, qu’on peut regarder comme ex- 
primant les évènemens de l’assurance de 200 vais- 


L1 f LU I 
seaux, soumis chacun au risque de sm la colonne 


marquée probabilités indique celle de la perte iso- 
lée de o, 1, 2,....11 bâtimens, et la colonne des 
sommes, la probabilité que la perte n'ira pas au-delà 
du nombre indiqué dans la première colonne. 

En prenant la valeur de 7 vaisseaux, ou 7a pour 
la somme c , perte extrême, et supposant que l'assureur 
veuille Due une Droba ble 100000 contre 1, que 
l'évènement n jPHtEEpAsse re pas cette limite, il faudra 
descendre jusqu’au terme où la somme des probabilités 
surpasse 0,99 999; ce qui a lieu au 11° terme, qui ré 
pond à g" — 10. Par ce nombre, l’équation 
ga—c 3a 


, donne b — — 
T7 200”? 


b + 


c’est-à-dire 1 + p.? de la valeur de chaque vaisseau. 
Si l’on voulait ensuite connaître la probäbilité que, le 
bénéfice de l’assureur ne tombera pas au-dessous d’une . 
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certaine Hmite, par exemple du 10° de la somme 6, il 
faudrait prendre g—0,7a, et l’équation 
q—qg— Ste, conduirait à 10—g"=—=17,7 ou g"=2,3, 
valeur qui tombera entre celles de 9 au 3° et au 
4‘ terme, auxquelles correspondent des probabilités 
0,676 681 et 0,858 036 : on peut donc s’arrêter à en- 
viron À. On aurait une probabilité plus forte en don- 
nant une valeur plus grande à d, ce qui diminue- 
rait celle de c. 

Dans l’hypothèse établie ci-dessus, il suffit d’aller 
jusqu ‘au 4° terme pour n ’ètre pas encore en perte, 
| puisque celle de 3 vaisseaux est compensée par les 
primes reçues pour tous : l’assureur aura donc la proba- 


bilité 0,858 036 >> A de ne pas entamer ses fonds. 


Quand, on porte à {oo le nombre des vaisseaux 
assurés, et qu’on fait en conséquence le développe- 
ment de 


ja ; Hy te 
te (2-80) à 


100 100 


pour former le tableau analogue à celui de la page précé- 
dente , si l’on raïntient la prime à 5 5 p. 2, comme ci- 
dessus, qu’on cherche la limite de la perte qui répond 
à une probabilité de 100 000 contre 1, on trouve qu’elle 
tombe entre le 15° et le 16° terme, où la somme des 
probabilités s'élève à 0,9 999 957, ce qui répond à la 
perte de r4 ou 15 bâtimens, c’est-à-dire d’une somme 
comprise entre 14a et 15a; mais le produit des primes 
étant 6a, ramène cette limite entre 8a et 9a. Si l’on 
voulait la réduire à 7a, il faudrait augmenter un peu 
la prime, ou se contenter d’une probabilité plus pe 
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tite; car elle serait donnée par lex4 terme, sl: 20 sa 

à 0,9 999 321. , 
Quant à la Droba Bt du gain de la 10° pue 

de ga, on aurait pour la déterminer l’équation... 

15—g"—=0,9, ce qui donnerait g—5,et menerait 

au 6° terme, où -la somme des probabilités est 


4 


0,7 859 190 , environ B. Enfin , la probabilité que l’as- 


sureur n’entamerait pas ses fonds, se ‘formant de la 
somine des 7 premiers termes du développement cal- 


9 


culé, s’éleverait à 0,8903749, près de es: 


137. Lacomparaison de ces résultats avec ceux du pre- 
mier exemple, fait voir que la limite de perte corres- 
popuEnte À une probabilité de 100 000 contre 1 , croît 
à la vérité, maïs dans un rapport beaucoup moindre 
que le nombre des vaisseaux assurés, et que la proba- 
bilité du gain, et celle de ne pas entamer les fonds, 
augmentent aussi, ce qui établit l’avantage qu’obtient 
l’assureur quand il multiplie ses OP Ces remar- 
ques sont assez importantes pour qu'on cherche à les 
constater par des déterminations relatives à un très 
grand nombre d’assurances ; c’est ce que j'ai fait en 
calculant les 72 premiers EUR du développement 
de G 

4000 
Dia, 


100 100 


qui conduisent à une somme de probabilités déjà fort 
supérieure à celle de 100000 contre 1. En faisant usage 
des logarithmes, le travail n’est pas aussi considérable 
qu'on pourrait le croire d’abord; mais pour: obtenir 
uneexactitude suffisante, il faut employer à la formation 


TT 


D 
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des puissances de 09, des logarithmes man au moins 


10 décimales, 

C’est entre le 60° et le 70° terme que la somme des 
probabilités atteint 0,99999; au 70° terme’on a g'=69. 
La perte corréspondanté à ce nombre serait donc 69a ; 
mais les primes, toujours à 1: p. ©, formant un 
total de 60a, la perte effective serait seulement de 94 
résultat qui ne diffère pas sensiblement de celui 8 "ont 
donné {00 assurances. 

Pour un gain au moins égal à la 10° partie de 54, 
on trouve g'= 59, ce qui donne une probabilité égale 
à 0,9 982 1671, ou plus de 5oo contre 1. 

Enfin, les primes couvrant la perte de 600 vais- 


-seaux, la probabilité que les fonds de l'assureur ne 


seront pas entamés est 0,9 988 661, plus de 800 
contre 1. .. 
Si l’on trouvait le gain de o 94 bien petit , AYE ER 
l’entreprise embrasse {ooo assurances, et que d’ail- 
leurs il doit être augmenté en raison de l’accroisse- 
ment des frais d’administration, on perdrait sur la 


probabilité, puisqu'il faudrait remonter à un terme 
moins avancé dans le développement ; mais on trou- 


verait encore des probabilités assez fortes pour des 


gains beaucoup plus considérables : par exemple, celle 
que le nombre des bâtimens perdus ne s’élevera pas 


au-dessus de 48, évènement qui laisse encore 124 de 


bénéfice à l’assureur; cette probabilité, dis-je, est 
de 0,9 086 204> © 2. 


Ce dernier sutRe montre it que les avantagés 
de l’assureur croissent beaucoup plus rapidement que 
ses risques ; et le peu de changement qu’a subi la va- 
leur de c, en passant de p = 400 à p— {000 , semble 


indiquer que la prime et la probabilité extrême de 
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perte, demeurant les mêmes, cette valeur, de c est sus— 
ceptible d’une limite dont 9a doit approcher, beau 
coup, dans les hypothèses établies ci-dessus. 

Pour la déterminer en général, il faudrait pouvoir 
assigner, au moyen des quantités p, e, f, la valeur 
que doitavoir g, quand la somme des termes du déve- 
loppement de (e + f }? depuis le premier jusqu’à celui 
qui-est affecté de eP—1f# inclusivement, a une valeur 
donnée ; c’est ce qu’il paraît assez difficile de faire à 
priori. Mais quand le second terme du binome est 
comme ci-dessus, très petit, le nombre des termes à 
calculer n’est pas très considérable, et l'opération peut 
être abrégée par des artifices, convenables à ce cas 
particulier, ou par des tables dressées d'avance. (Joyez 
à ce sujet la note F.) (*). DUT Le B. 


a 4 
»_r . Se , 
(*) Les calculs précédens fournissent des exemples remar- 
quables de la proposition énoncée dans la note de la page 115; car 
dans les développemens de 


09 I 200 99 " I" 400 99 I 4000 
100 100, ; 100 =) r 100 * 1007" #0} 


les plus grands termes, savoir, le 3e du 1er développement, le 5 du 
second et le 41e du troisième, étant respectivement 


0,272 034,  o,196351,, , 0,063 264, 


décroiïssent, comme on voit, assez rapidement; la somme des 
termes qui précèdent, prenant les valeurs 


0,404 547; 0,432 488, 0,478 655, 


8 approche de plus en plus de 0,5 ou+, et le reste des termes de 
chaque puissance, égal au AU à l’anité, donne les va- 
leurs 


0,323 419, 0,371 161, 0,458 081, 


moindres que les précédentes, mais tendant aussi vers à. 
Persuadé que les applications particulières frappent bien plus- 
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138. Afin de donner aux calculs précédens toute l’exac- 
titude dont ils.sont susceptibles , il faut tenir compte 
de la différence des époques auxquelles, suivant le 
contrat d’assurance , les sommes a et à doivent se. 
payer, ou, ce qui est la même chose; substituer aux 
lettres a et à les valeurs de ces sommes, réduites à 
la même époque. Quant à la valeur des probabilités 
exigées pour la perte ét lé gain, on la déterminerait 
à posteriori, Si l’on connaissait les résultats. moyens 
d’un assez grand nombre d’opérations suivies avec 
succès, ou bien à priori, en les comparant avec des 
probabilités de risques auxquels on s'expose volontai- 
rement, sur des motifs plus ou moins légers. L’un et 
l’autre a ces moyens ont été proposés par Condorcet, 
à l’article AssuRANGE , dans le Dictionnaire de Ma- 
thématiques de l'Encyclopédie méthodique, et bientôt 
j'indiquerai les bases du second. 


139. Après avoir discuté les intérêts de l'assureur, il 
faudrait s’occuper de ceux de l’assuré, mais cela me 
meneérait trop loin. Je me borneraiï à remarquer que la 
garantie des sommes assurées ne peut être fixée que 


— ES qi 


l'esprit que des énoncés généraux, j’ai cru pouvoir m’arrêter sur les 
précédentes, qui mettent en évidence les propriétés de la formule 
da binome; sur lesquelles reposent les résultats les plus importans 
du calcul des probabilités (26, 27, 28, 34), et entre autres cette 
accumulation des termes plus forts dans les environs de celui qui 


est le plus grand de tous (30). Elle est bien indiquée par la rapidité 


ANNE 
avec laquelle décroît le rapport 7 1 du nombre des termes com- 


pris entre ceux qui répondent à la limite de la perte et à celle du. 
gain , avec le nombre total des termes du développement. Dans les 
exemples précédens, ce rapport devient successivement 
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par” une probabilité convenue pour celle dé la: plus 
grande perte dont l'assureur soit tenu de répondre ; 
on peut alors exiger que la somme destinée à cou 
vrir cette perte Soit préalablement déposée ou assi- 
gnée sur des gages suflisans. On voit que cette somme 
doit être la même que celle qui a été desipace se ( 
dans le n° 133. | | 

‘Je términérai ce qui regarde les assurances, en 
faisant observer que leur propriété caractéristique 
est de tendre à ramener à une valeur moyenné 
le bénéfice de toutes les entreprises du même 
genre, en quelque nombre qu’elles soient; car 
c’est avec le’ gain que les assureurs font sur les 
assurés je réussissent, qu'ils iñndemnisent ceux qui 
perdent : c’est donc à à peu près comme si tous avaient 
,mis leurs fonds en commun et étaient convenus de 
réparer, au moins dans une”certaine proportion, les 
pertsé particulières. Ainsi, à l'égard des récoltes , 
c’est xeverser dans les cantons où elles ont souffert, 

une partie de l’excédant obtenu dans ceux où: bles 
ont prospéré. Les assureurs sont les agens intermé- 
diaires de cette association fictive, et le profit qu'ils 
font doit être considéré comme le salaire des fonctions 
qu’ils y remplissent (*). S'il existait un autre moyen 
de diviser les risques, l’assurance deviendrait super- 
flue ; et cela aurait lieu naturellement pour le négociant 
qui prendrit part immédiatement à un très grand 


a" 


(*) Le principe indiqué ci-dessus est précisément celüi qui sert de 
base aux assurances mutuelles, comme celle qui a lieu à,Paris 
pour les maisons incendiées. Les.frais de régie sont les mi: à la 
charge des assurés, puisqu’iln”y a point de bénéfices à donner aux 
assureurs. M. (Her a fait sur ce sujet un Mémoire très intéres- 
sant, dont on trouve l'extrait dans les Annales de Chimie et de 


Physique, t. X, p. 177 (février 1819). 
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nombre d’entreprises,-et le propriétaire qui aurait des 
possessions disséminées dans un grand nombre de can 
tons éloignés les uns des autres. ; 

r} 4 


De ro Probabilité ds 7; SEE et des décisions. 


140. Lorsqu'on peut l’assimiler au jet d’un dé, le 
témoignage admet l’ 2PLUca tion du calcul des pr ins 
lités; et c’est ce qu’on a d’abord essayé de faire en 
supposant que, sur un nombre donné de dépositions, 


le même témoin dit ou rencontre un même nombre de 


fois la vérité. Nous commencerons par tirer les prin- 
cipales conséquences de cette hypothèse, dont nous 
discuterons ensuite la convenance avec le sujet. 

Soit v le nombre des cas dans lesquels le témoin 


dit vrai, m celui des cas contraires; la probabilité 


L) 


» » - » . PE LORS : 
de la vérité de sa déposition sera , et la proba- 
v+m 
bilité contraire ——, 
p+m ; ; 
- :Supposons qu’un autre témoin, pour lequel les 
nombres amfalogues aux précédens soient v'. et m7, 


dépose du même fait ; les probabilités pour et contre | 


#” 
px vérité de son témoignage étant -——— et 
Rise Em v mé 


on aura, avant que A dépositions soient connues, les 


pr obabilités u 


vw” mm 
C+m)+ mr) CH mm) 


que les témoins s’accorderont, soit pour dire Vrai , 
Soit pour mentir, et les LADITE” "+ 


uo) 


4 
0214 mwv 


HE me + mm) (Cm) Em) 
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qu’ils se contrediront, le premier déposant la vérité, 
le second mentant, et vice versd. 

Quand les dépositions seront connues et qu’elles s’ac- 
corderont, il n’y aura queles deux premiers évènemens 
indiqués ci-dessus qui seront possibles; on aura donc 
les probabilités 

pe". mm 
porcs ns Pre tue pus AC 
uv + mm vo" + mm : 
qüe l'accord des témoins sera en faveur de la vérité, 
ou bien pour le mensonge. 

S'ils se coutredisent, Fe deux derniers éyènemens 
devenant alors les GORE possibles , il en résultera l'es 


probabilités 


LL . 
um my’ 


om +mo  vm + mw 
que la verité séra Ads la déposition du premier té- 


moin ou dans celle du second: 


141. Il est facile d'étendre ces dernières formules 


à un nombre quelconque de témoins; et si l’on assigné 


à leur témoignage la même probabilité, en posant 
v—v=etc., m=—=m —etc., que p soit le nombre 
de ces témoins et qu’ils s'accordent, il en résultera 


A . # 1 né. . » , DL : y 
P Il € t ° 


En disant les deux termes de la première fraction 


: 


par w, sa nouvelle forme fera voir qu elle 


nm ? 


+ 


augmente avec p lorsque CE et qu’elle décroit sx 
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v m ; que par conséquent, lorsque les témoins mentent 
où se trompent plus souvent qu’ils ne disent la vérité, 
plus ils sont nombreux et moins la ‘concordance de 
leurs dépositions a de poids. 

S'ils se contredisent, et que sur la totalité h yen 
ait p affirmant et g niant le même fait, la probabilité 
que les premiers disent vrai sera 


wPmI ù mPv1 
— , et Sa contraire, ————, 
PE mtw1 _7..wPm + mPv1 
En go les deux termes de ces fractions par vfm1, 
on les change en 


uP—9 : mp9 
2 — e RS ne SE 
DPI LE mnP—3 bPTY LE MAT 


qu’on obtiendrait pour les probabilités correspondantes 
à l'accord de p—g témoins : la valeur de la déposition 
se réduit donc , dans ce cas, à celle d’une déposition 
unanime faite par un nombre de témoins égal à l’excès 
du nombre de ceux qui affirment, sur celui de ceux qui 
nient. 


142. Lorsqu'une personne rapporte ce qu’elle tient 
d’une autre, que cette autre avait reçu d’une autre, 
et ainsi de suite, cette sorte de témoignage, qui s’ap- 
pelle tradition, donne lieu à toutes les combinaisons 
indiquées au commencement du n° 140; car dans la 
chaîne de témoins qui. ont déposé successivement ‘du 
fait, le dernier étant seul entendu par la personne qui 
prend l’ information, laisse douter si celui qui le pré- 
cède a dit, ou non ce qu’il lui fait dire, et en même 
temps si cette première déposition était une vérité ou 
un mensonge. En ne considérant donc que deux’ per- 
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sonnes dans la chaine des témoins, il en résulte les 
quatre probabilités exprimées dans lesn° cité. + 0 
Les deux dernières: correspondent: di d'étaeie à la 
fausseté de la tradition, puisque l’un des deux témoins 
a menti. Mais s'ils agissait de témoignages rendus par 
oui ou: par: non. de propositions-entièrement contras 
dictoires, alors la deuxième probabilité , «qui suppose 
queles deux dépositions successives auraient été fausses, 
répondrait à la vérité, aussi bien que la première, 
qui les di d'tei vraies. En effet, le premier témoin 
ayant dit our lorsqu’ il fallait dite. non, le second, qui 
rappor te Le contraire de ce qu’il tient effectivement du 
premier, prononce oui, c’est-à-dire la vérité : la pr 0- 
babilité de la tradition serait donc, dans ce cas, 


r fl, s r , 

vo + mm om + mv 

DOS PE et sa Mer aire ; + 
(+) me ol 


ZE ee 
Cm) dép 


_ La première de ces probabilités sur passe toujours la 
seconde, lorsque l’on a en même temps 


\4 


69m, = mm, où LE Em; 


ar la différence des numérateurs est 
}s “ . } N à ” 


vo" + mm  ym— M — (v— mm) (v"— mm), di: 


4) UE cas singuiei a été remarqué par M. P. Prevost , professeur 
de PHiISSGphTe: à Genève, dans ses lécons sur le caleul des probabi- 
lits, où la distingué.les témoignages en simultanésou oculaires, 
etsuccessifs ou traditionnels. F’oyez le 2e volume de ses Essais 
de Philosophie, page 86, et un . Mémoire qui Jui est commun 
avec M. l'Huillié, et qui est inséré dans ceux dé l’Académie de 
Berlin | année 17997, page 131. C’est de ce dernier écrit que j’ai ex 
irait en élit ait article et les deux suivans. « 


DES *PROBABILITÉS. 255 


produit positif quand ses deux facteurs sont de même 
signe. 


143. Si la chaîne traditionnelle se compose d’un 
nombre quelconque p de témoins, et que les déposi= 
tions de chacun aient une égale nb iéé les di- 
verses combinaisons de la vérité et de l’erreur seront 
données par le développement de. 


(C+my= =w+Ëe pm + BED GP 


1.2 


ne = 2), PU au etc. ; 


1.8 2 Fe ! 


dans lequel tous les termes où l’exposant de m est 
pair, indiquant un nombre pair de mensonges succes- 
sifs, devront être pris en faveur de la vérité de la tra— 
di HE si les dépositions ne peuvent varier que éOntra= 
dictairé nel sa PÉHRURtE sera donc 


yP LP je D ppt + cr 
GED AL à 


et la probabilité contraire, 


Se TD ET 


£ uP—Iim + RGp—1)CRE 9) 2) vP—3rn° + etc. 
” | (vo + gi | 


te 
On simplifie praplese ces expressions, en observant 
que le numérateur de la première équivaut à 


(em)? {em}? 
ER ee LE à RULES DD 9 


2 


et celui de la seconde à ‘ 
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+ MP — (0 — my. 
ra nid 


parce qu’elles, deviennent respectivement 


SA ur AN MAN À Am 


2(v + m}P v+m/ À. 
(+ m)P— (om) fv—m 
2(v + m}P es M fe f: 


144. Les deux espèces ‘de témoignages que nous 
avons considérées.précédemment peuvent se combiner. 
Par exemple, un nombre p de témoins déposent chacun 
séparément sur un fait qu'ils tiennent d’un individu qui 
l’a vu : alors la probabilité que les témoins rappor- 
tent fidèlement ce que celui-ci leur a dit, est, s'ils 
sont unanimes, 


mP; 


; (An), et sa contraire, PL 


à id 


Supposant que la probabilité du témoignage de celui 


v 
la contraire — 
(4m? Fm 


la probabilité de la vérité de la déposition finale sera 


qui a vu le fait soit aussi 


vPhi | 
(GP + m)(v+ mm)’ 


si l’on ne doit y admettre que des témoi ignages confor- 
mes à la vérité, et 


vP+ p+1 


Nr 
(PP + mP)(v 4m) 


quand deux mensongés successifs équivalent à la * 
vérité, | 
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Si le même fait était transmis par plusieurs chaînes 

de traditions distinctes, composées chacuned’un nombre 

? de dépositions successives, dont la dernière seule eût 

été entendue par celui qui prend l'information, on au- 

rait d’abord, par chaque chaîne en particulier, pour 
la vérité.et pour l’erreur, les probabilités 


(o+m}P+ (om) (v+m)P—(v— my 
 2(v+m} "1 (om (x43) ; 


en les désignant par Ÿ” et 37, nommant g le nombre 
des chaïnés de dépositions, et supposant qu’elles soient 
unanimes, il en résulterait une probabilité 


73 
FFM 


en faveur de la vérité du fait énoncé. 

La marche de cette expression dépend du rapport 
de v à m; et pour la déterminer, il faut d’abord ob- 
server que celle de ÆZ est contraire à celle de 7, puis- 
que + M1; qu'ensuite, lorsque v—m, on a 
V=M= ;, et que cette dernière valeur est une limite 
vers laquelle tendent, dans tous les autres cas, ces quan- 
tités à mesure que p augmente. La première est tou- 
jours”> > quand vsurpasse m ; maissi lecontraire a lieu, 
il en résultera 7 << 1 ou 5 1, selon que p sera impair 
ou pair. Ge changement singulier, que produit l’addi- 
tion d’un seul témoin à une chaîne d’ailleurs aussi nom- 

breuse qu’on le voudra, vient du double témoignage 
erroné , compté comme vrai (142). 


149. Nous avons supposé jusqu'ici que les dépo- 
sitions étaient entièrement vraies ou entièrement 
? fausses, cé qui n’a réellement lieu que lorsque l'infor- 

mation est réduite à des interrogations simples, aux- 
Es édition: | 17 
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quelles on ne peut répondre que oui ou non. C'est à 


ce point qu'il faut toujours tâcher de les ramener, 
en analysant | les énoncés : mais quand la chose n’est 
pas possible, on doit distinguer plus de deux sortes 
de témoignages. Lambert, qui s'en est occupé dans 
son Novum Organon, les a classés én vrais, insi- 
gnifians, ou nuls, et faux. 

Si l oh prend toujours le dé pour emblème, cela re- 
vient à supposer qu'il a trois sortes de Fes” et qu’en 
conséquence on doit embrasser dans chaque épreuve un 
pareil nombre d’évènemens possibles. Les formules re- 
latives à ce cas (54) résolvent toutes les questions ana- 
logues aux précédentes ; mais le caleul devient trop 
long pour trouver place dans ce Traité. 


146. Quand on considère combien de faits extraor— 
dinaires ont été reconnus faux, quoique appuyés, sur 
des témoignages multipliés ou d’une autorité imposante, 
on est porté, toutes choses d’ailleurs égales, à donner 
d’autant moins de confiance aux dépositions, que les 
faits qu’elles attestent s’écartent plus de ce qui se 
passe häbituellement sous nos yeux. En effet, si, lors- 
qu'il s’agit’de tels faits, le nombre de inensoñges ou 
d'erreurs est dans un rapport beaucoup plus grand; avéc 
le nombre total des dépositions , que lorsqu'il s’agit des 
faits compris dans l’ordre constamment observé, le 
poids du témoignage ne doit pas être le même pour les 
premiers que pour les derniers ; la forme du dé doit 
changer avec la nature du fait; mais c’est encore ici 
une de ces circonstances dont j'ai parlé dans lé n° 75, 
où l'on cherché à donner au calcul une forme. qui 
rapproche ses résultats des aperçus du bon sens. On 
voit bien qu'il faut substituer au rapport constant par 
lequel ôn représente la probabilité.du témoignage, 


f 


Lu / 
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Suivant l'hypothèse du n° 140, une expression. qui le 
fasse décroître avec la vraisemblance propre du fait. 
attesté ;. mais on ne trouve pas dans la nature du 
sujet, des conditions assez étroites pour établir une 
relation précise entre ces deux élémens. On s’est ar= 


rêté à regarder la probabilité propre du fait comme 


représentant celle d’un second témoignage recueilli 
concurremment avec le premier, ce qui donne pour 
cetté déposition , les M Pere 
| (7200 mm 
pH mme y d À mm’ 


5 (r4o), 


en supposant que. la pépbäbilité propre du fait soit 
4 4 mm % 
HE “et sa contraire, V + (”): 
Si ce fait est, par exemple 4} extraction d’une boule 
lanche, d’une urne qui ne contient que cette RON 


mêlée BEN 999 boules noires _ io ra ch é - 


# lie ra — I % m gore RES 4 | S 
et la probabilité favorable au témoignage sera ré 
 duité à | 

CNNNNT AIT 
v + 999 99977 


4 


147. Laplace, considérant à part la probité du 
témoin et son intellige: ce, exprime séparément la pro- 
Mpabilité que le témoin dit ce qu'il a vu ou entendu, 

et celle an il a bien vu ou bien entendu (**). De là 


$ 


{*) C’estce qu'a fait Condorcet, “Mém. de l’ Acad. dés PR , 
ann. 1983, p. 553. . 


{**) Théorie analytique des Probabilités. P: Hu. 
17. 


# 
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résultent, sur sa déposition, les quatre hypothèses 
suivantes : | | 


1°. 11 connaît la vérité, 
2°, ou il est dans l'erreur, 
3°. 11 connaît la vérité, 
4°. ouilest dans l'erreur, 


} et veut dire la vérité, 
} et veut mentir. 


La dernière comprend un cas semblable à celui du 
double témoignage erroné (142), puisqu’en chérchant 
à tromper sur cètte vérité qu’il ne connaît pas, le té-— 
moin peut la rencontrer. Il est d’ailleurs visible que 
cette classification des évènemens revient à faire du 
témoin deux personnes, qui déposent l’une après 
l’autre, dans chaque cas. Combinant les deux té- 
moignages successifs avec la probabilité propre du fait, 
Laplace calcule la probabilité de chaque hypo- 
thèse, et divise par la somme de toutes ces proba- 
bilités; la somme de celles qui sont pour là vérité 
de la déposition, di 

En nommant, ee lui, p la probabilité que le té- 
moin veut dire la vérité, r la probabilité qu’il l’a saisie, 


et = celle du fait rapporté, qui est ici l’extraction 


du numéro ?, d’une urne qui en contient n, on aura 
? , 
pour la vérité, dans la première hypothèse, la proba= 
{ 


Hilit LE 
; 42 


Dans. la seconde, où le numéro à n’est pas sorti, 
— 1 


l 


,et celle de 


Sr. 7 nm 
la probabilité de. cet évènement est 


l'erreur du témoin est 1 —r; cependant il n’en faut 
pas concluré que la probabilité composée soit..... 


nn — I . + La 
p(i—r) TT» Parce que la non-sortie du numéro £ 


DES PROBABILITÉS. 2061 


n’est pas tout l'évènement arrivé ; il y a encore le faux 
aperçu du numéro 2 parnni les ñ— 1 Le ne sont pas 


sortis, illusion dont la probabilité est —. Enayant 


h—1 
égard à cette circonstance, la probabilité de l’évène- 
1 


+, et celle de l’hypo- 


” : A— I] 
ment devient ——- X 
u n nil 


PR) 
nm 


thèse, 


Dans la troisième, il faut combiner ensemble les 
probabilités 1 — p que le témoin ment, r qu'il connaît 


ru I és ‘ 
la vérité, et — celle qui résulte de la non-sortie du nu- 
n 


méro z et du choix qu’en fait le témoin ; on a pour 
résultat GpPX, 
n 
Dans la quatrième hypothèse ! (i—p) (1 —r) est 
la probabilité propre du témoignage, puisque le té- 
moin ment et ne connaît pas la vérité; mais l’évène- 
ment peut être la sortie ou la non-sortie du numéro 2, 


La probabilité du premier cas est —; le témoin croyant 
à nl 


un autre numéro sorti, fera toujours le choix de son 
énoncé parmi? — 1 numéros.seulement ; la probabi- 
lité que ce choix tombera sur z sera par conséquent 
= ; et comme va ‘ia doit concourir avec la 
sortie du numéro à, Ja probabilité de l'évènement sera 
n(n—1) 
n(n—1) Gp} —r) ? 
et il ne faut pas oublier qu'il est en faveur de la 
vérité. 


, celle de ce cas du témoignäge, 


Si l’on ne le distingue pas de tous ceux qui sont 
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cotnpris dans la dernière hypothèse, ‘lopinion du 
témoin portant toujours sur la sortie d’un numéro qui 


R 4, 1—I 0 
à’est pas À, aura üne probabilité re; la probabilité 


qu'il choisira celui-là parmi les 7 — 1 numéros qu'ik . 


: à . I sue #7 
croit n’être pas sortis, sera net la probabilité de 


l'évènement sera par conséquent encore — ; ainsi la 
x | 


Gp) — 7) 
- n as 


probabilité de l'hypothèse sera 


On aura donc enfin 


pr, (G—pr-r 
Ge pe 


Er 4 PC — Fr) En CE Det os 1; SES ul 
(1 Es A, 
mr n—I 

expression qu se réduit àp, sir—1, c’est-à-dire si 
le témoin n’est pas susceptible de se tr omper x CE qui 
diminue à mesure que z augmente. | 
_ Peut-être dans cette question , pourrait-on avoir 
quelque douté sur la nécessité de faire entrer dans di 
calcul la probabilité du choix que le témoin fait d’u 
numéro autre que celui qu'il sait ou qu'il croit ne 
sorti; et comment d’ailleurs déterminer séparément les 
probabilités r'et p? Il est donc difficile de croire que 
la formule ci-dessus serve autrement que comme un 
exemple des considérations ingénieuses que peut fournir 
le sujet qui nous occupe. Je rapporterai encore, dans 
cette vue, la question suivante tirée du même ou- 


vraÿe. 
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149. Soient deux urnes À et B, la première conte- 
nant n boules blanches , et la seconde n boules noires ; 
on a tiré de l'une de ces urnes, on ignore de la- 
quelle, une boule qui a été mise dans l'autre, et 
ensuite on atiré une boule de cette dernière. Deux 
témoins, dont l'un n'a vu que le premier tirage, et 
l'autre que le second, affirment qu'il en est sorti une 
boule blanche ; quelle est la probabilité de ce fait ? 
La difficulté se trouve ici dans l’ensemble des deux té- 
moignages ; car chacun en particulier n’affirme qu’une 
. chose très possible, puisque l’une des deux urnes ne 
renfermant que des boules blanches, si l’on ne consi- 
dère qu’un seul tirage, la probabilité que la boule a 
été prise dans cette urne est +. Mais si l’on suppose 
que le premier tirage ait eu lieu dans l’urne 4, le 
deuxième ayant nécessairement lieu dans l’urne B, 
qui ne contient de boule blanche que: celle qui est 
sortie de l’urne 4, la seconde apparition de cette 
boule devient d’autant moins probable que le nombre 
des boules noires est plus grand; ei ce cas est le 
seul dans lequel les témoignages puissent être vrais 
tous deux. 


Soient donc g et g’ les probabilités de la véracité 
de chaque témoin en particulier, et évaluons celle 
des diverses hypothèses que le sujet présente. 1°. C’est | 
l’urne À qui a fourni le premier tirage : + étant donc la 
probabilité de ce fait, et g celle que le témoin dit vrai, 


la probabilité de la déposition est 1; mais l’urne B, 


lorsqu'on y fait le second tirage, contenant n+1 boules, 
dont une blanche, la probabilité du fait attesté par le 


, 4 I in Je ph RS 
second témoin est a celle qu'il dit la vérité étant 
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f 


q', te. exprime la probabilité de sa déposition, 


et —77 = celle de la vérité de leur accord. 
o(n + 1) 
2°, Si le 2° témoin ment, la boule sortie de l’urne B 


: 


À à ER n 
était noire; alors la probabilité PV p" de cette sor- 


tie , combinée avec 1 — g', probabilité du mensonge 
du 2° témoin, donnera pour la fausseté de sa dépo- 


/ 4, 
Cm et pour la vérité de l’hypothèse 
n +1 | 
RCE 
2(n +1) 
3°, Si le 1°" témoin ment, la première boule était 
noire et sortait nécéssairement de l’urne B ; la probabi- 
lité de cette partie de l’hypothèse est; (1—g). Alors 
le second tirage s'étant fait dans l’urne À, qui renfer- 
mait z boules blancheset 1 seule noire , la probabilité 


sition, 


de la sortie d’une boule blanche sera Rae , celle de 


4 


la déposition du second témoin IE etcelle de Phy+ 


G—oggn 
RD oubitu à 

4°. Si le 2° témoin ment aussi, la boule sortie de 
l’urne À au 2° tirage était noire, la probabilité de son 


1 


pothèse, 


JE 0 I L 
apparition étant alors —, celle de cette partie 
» rm Ï . 


de l’hypothèse sera re , etcelle de toute l'hypothèse 
a—ga 9) 
2(n +1) 


La probabilité relative de la première hypothèse, la 
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seule qui rende les deux témoignages vrais, sera done 


99 


AT pnEt-panti pag) 


et diminuera à mesure que » augmentera. Si l’on fait 


9 
— g = 7%, n—= 1000000 
Fa g = safe ; 
81 
on obtiendra la très petite fraction —=—— 
18 000 082 


149. La discussion des témoignages touchant à des 
matières sur lesquelles on avait pris d'avance un parti, 
il est arrivé que plusieurs auteurs ont arrangé le calcul 
pour le résultat qu’ils voulaient, ou qu’ils avaient be- 
soin de trouver. Ce n’est qu’ainsi, du moins, qu’on peut 
expliquer la théorie des témoignages simultanés, pu- 
bliée sans nom. d'auteur, dans, le n° 256 des Tran- 


sactions philosophiques (p. 359, année 1699), le plus 


“ancien écrit que je connaisse sur ce sujet, et qui a 


été adoptée par Bicquilley, dans son Traité du Cal- 
cul des: Probabilités (en 1783). Effrayé sans doute 
pour le but qu’il voulait atteindre, de la rapidité avec 
laquelle diminue la probabilité “P ces témoignages 
lorsque l’on combine entre elles, comme on le doit, 
les chances de chaque témoignage, et qué sa probabi= 
lité propre est au-dessous de (141), l’auteur anglais 
avance que lorsqu'un premier témoin a déposé d’un 
fait , sa confirmation par un second témoin détruit tou- 
‘jours une partie de l’incertitude qu’a. laissée le pre- 
mier, et diminue en conséquence la probabilité con— 
traire, d’uné partie proportionnelle à la probabilité de 
la seconde déposition. Par exemple, si ; exprime la 
probabilité du premier témoignage , + celle du second, 
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celui-ci ajoutera à la première +.+, et l’onaura en con- 
séquence, pour l’ensemble des rh. témoignages, la 
probabilité :... :.. 
Es A ON 9 


Re (LT SE MT 


tandis que suivant les formules du n° 140, elle ne se- 
rait que <. 4 

En raisonnant de même sur un nombre quelconque 
de témoignages où les probabilités de l'erreur seraient 
n, n ne LU > etc. ; on trouvera Jour celle de la vérité 


nat ny; : “par 2 témoignages, 
1— nn +nn(i—n)=1—nnn", par 3, 
etc. , | | | | 


expressions dont les valeurs forment une suitecroissante, 
quellés que soient les probabilités n, n', etc., et des- 
quelles il résulte par conséquent, que la probabilité 
d’un fait croît toujours avec le nombre des témoins 
oculaires. Cette conclusion peut être commode dans 
certains cas, mais elle suflit-aussi pour montrer la faus- 
seté de l'hypothèse ; car il ne faut qu’un peu réfléchir 
pour se convaincre.de la difficulté et presque de lim 
possibilité où sont des spectateurs ignorans et nom- 
breux, de ne pas se tromper sur l’apparence des: faits 
extraordinaires. 
Lorsque les faiseurs de tours opèrent adroitement, et 
qu’onfait abstraction de la défiance que doiventinspirer 
à des esprits éclairés les apparences contraires à l’expé-" 
rience de tous les jours, aucun des spectateurs a-t-1l 
pour ne pas croire à la réalité des prodiges qu’on lui pré- 
sente, d’autre motif que le but et la formé du spectacle ? 
Qu'au lieu des circonstances qui avertissent de Mile 
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C4 P ” CE FRA A ÿ 2 ” 
lusiôn, un sérieux solennel accompagne ces prétendus 


prodiges ; qu’ils soient attribués à un pouvoir surnatu- 
rel ; qu’ils tendent à exciter l'enthousiasme, à caresser le 
gout que le vulgaire a pour ce.qui sort des voies ordi- 
naires de la nature, ou pour trancher les difficultés de- 
vant lesquelles la raison est forcée de s'arrêter : il est 
bien certain que plus] es témoins seront nombreux, plus 
la probabilité « rreur augmentera. Hume l’a bien 
prouvé; les prodi es sont très difficiles, pour ne pas dire 
in possi bis à constater (*). Ce n’est pas que les phéno- 
inènes les plus répétés dans la nature, vusune première 
fois, ne puissent passer pour des prodiges, et qu’il soit 
cuil me à la saine raison de faire des bornes de notre 
expérience, la limite du possible ; mais aussi n’est-ce pas 
la première apparition de ces phénomènes qui en cons- 
tate l’existence. Long-temps on a nié, et avec raison, eu 
égard au caractèredes relations, au but des narrateurs, 
la chute des pierres tombées du ciel. Cet exemple très 
récent de la manière dont un faitexträordinaire finit par 
prendre place au nombre des réalités, prouve bien que 
c’est par des observations successives, particulières, et 
par des discussions désintéressées que la vérité s’établit. 
Si, lorsque le géomètre Fatio de Duillier, égaré par un 
enthousiasme fanatique, entreprit publiquement à Lon- 
dres de ressusciterun mort{en 1707), ileüt été de mau- 
vaise foi, qu’il eût pris ses mesures en conséquence de 
son but, et qu’il eût été moins surveillé par la police du 
gouvernement, à coup sûr il n’aurait pas manqué son 
prodige (**). La liquéfaction du sang de saint Janvier, 


(*) Essais philosophiques sur les Miracles. 

{**) La Ve section de Particle FANATISME du Dictionnaire 
philosophique de Voltaire (édition de Kehl), contient un bien 
plaisant récit de cette farce puritaine, dont les principaux acteurs 
furent mis ensuite au pilori. 
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à Naples, a toujours de nombreux témoins qui voient 
quelque chose de solideen apparence, devenir coulant; 
mais qu'est-ce qui établit que cette masse est du sang 
coagulé, que c’est celui de saint Janvier, et que son 
changement d’état n’est pas un effet chimique {*)? Les 
prodiges opérés dans les temples des Païens, qui pré- 
cédaient ou accompagnaient les oracles, et dont quel- 
ques-uns ont été reproduits sous nos yeux par l’art du 
ventriloque , étaient dans l’antiquité des faits appuyés 
sur une multitude de témoignages. Aussi voit-on que 
des hommes, d’ailleurs d’un grand sens, paraissent y 
donner une entière croyance; et que dans les débats 
de la religion chrétienne avec les anciens cultes, le plus 
souvent on accorde de partet d’autre Ja réalité des mi- 
racles, on ne diffère que sur les êtres aux quels on les 
Ris Lan ER 

Plus tard, en Puellant 14 RM ceux qui 
ont vu des revenans, qui ont eu une part active ou pas- 
sive à des opérations magiques, des’sortiléses; n’en 
trouverait-on pas plus qu’iln’en faut pour donner à ces 
chimères une très grande probabilité? et elles étaient 
tellement conformes alors aux habitudes de l’esprit, 
qu’on y croyait sur les plus légers indices, 


15b. Si done l'hypothèse du n° 140, adoptée par les 
séomètres les plus célèbres, qui ont traîté ce sujet, ne 
eq , 
(*) On connaît aujourd’hui plusieurs manières d’imiter ce pres- 
tige. ( Voyez les Mémoires de l’ Académie des Sciences de Paris, 


année 1357, p.383, et Des Sciences occultes, par M. Eusèbe 
Salverte, t. I, p. 332.) 

(**) Voyez. dans Tacite (Hist., lib. IV, cap. 81), et dans 
Suetone ( V’espasien, ch. 7), le miracle opéré par Vespasien dans 
Alexandrie ; voy. aussi le Traité d'Origène contre Celse, et Ju- 
liant imperatoris Opera, Lipsiæ , 1696, p. 191, 2° pagin. 
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répond pas éxactement à toutes les circonstances qu'il 
présente , ce n’est pas parce qu’elle accorde trop peu de 
poids au témoignage, mais bien parce que ce sujet ne 
saurait se prêter au calcul, à cause quela véracité et la 
sagacité des hommes, quand ils sont fortement'agités, 
éprouvent des changemens brusques, et principalement 
lorsqu'il s’agit de faits merveilleux. Outre que ces faits 
offrent plus de causes d’illusion que les autres, notre 
penchant à l'enthousiasme nous rend peu ani de 
les examiner ; et par eux-mêmes, ou par les suggestions 
du oise ils se lient presque toujours à de 
grands intérêts qui. nous préoccupent fortement ou qui 
font taire la voix de notre conscience. 

Cependant, sans recourir à des hypothèses plus ou 
moins compliquées , la lecture de l'Histoire suffit pour 
nous faire apprécier le-peu de confiance que mérite le 
témoignage , lorsqu'il tend à établir des faits contraires 

à l’ordré accoutumé de la nature , puisque les prodiges 
$ multipliés dans lestemps d’ignorance, diminuent avec 
l'accroissement des lurières, qui, ramenant l’esprit de 
doute et d’examen, rend très difficiles, ou au moins 
très peu durables , les illusions si fréquentes lorsque les 
sciences sont encore dans l’enfance. On ne peut pas as- 
signer des nombres précis pour les degrés de valeur du 
témoignage dans Chaque circonstance ; mais comme en 
parcourant les temps et les lieux; on voit les prodiges 
les plus accrédités reconnus pour faux, et remplacés par 
d’autres qui ont bientôt à leur tour le même sort, on 
peut dire que plus on embrasse de temps et d’espace, 
plus on reconnaît la faiblesse de la probabilité de ce 
genre de faits, et que la constance des lois dela nature, 
dont les voyages et les découvertes scientifiques nous 
apportent chaque j jour de nouvelles preuves, doit servir 
de base à tous nos jugemens. 
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Cet affaiblissement du témoignage avec le temps, n’a 
rien de commun avec l’oubli dans lequel tombent à la 
longue, les faits simples confiés à la seule mémoire des 
hommes, ou à des monumens que la vétusté et les révo- 
lutions détruisent assez promptement, parce qu’ils sont 
peu multipliés. Les données manquentpour soumettre 
au calcul cette perte des souvenirs ; mais l’art de l’impri- 
merie l’a prodigieusement diminuée ; et tant que les ou 
vragés où sont consignées les discussions profondes:ou 
piquantes, qui classent suivant leur véritable impor- 
tance, les faits et les opinions dont se composent les 
sciences et la philoscphie, subsisteront , il sera impos- 
sible de ressusciter d’une inanière durable les an- 
ciennes erreurs, où d’en établir de nouvélles.(*).- 


151. Les décisions rendues à la pluralité des voix, 
par des assemblées ou des tribunaux , ont un grand rap- 
port avec les témoignages, et peuvent être également 
soumises au Calcul des probabilités, si l’on suppose que 
les habitudes de l'esprit de chaque votant soient assez 
constantes pour qu’il y ait toujours le mème rapport 
entre le nombre des votes où il prononce conformé- 
ment à la vérité, et celui des votes où il se trompe ; en- 
sorte que v désipnaÿt le premier de ces nombres, et m 
lé second, la probabilité de la vérité d’un vote soit 


ae et sa contraire, 


v 
0 +m v+ m ARR E 


(4) C'est en confondant les effets du progrès des lumières avec 
l’affaiblissement de la tradition, que Craig eut la bizarre idée d’ap- 
pliquer le calcul à la théologie, pr d’assigner la durée da christia- 
nisme, d’après l’affaiblissement graduel dé témoignages sur lesquels 
il est fondé, et trouvait pour cette durée 1454 ans, à partir de 1699, 
Au bout de ce terme un second avènement de J.-C. et une seconde 
révélation devaient rétablir la foi dans toute sa force. | Voy: heo- à 
logiæ christianæ Principia ntathematica.) à 
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Les différens termes du développement de (#+n)r 
indiquer ont toutes les combinaisons suivant lesquelles 
pourra se partager, entre la vérité et l'erreur, un 


nombre p de votans supposés également probes et éga- 
lement éclairés : ainsi le terme général 


PP UE du) At 
ee Fe 
exprimant le nombre des combinaisons dans lesquelles 
il ya p—g votes pour la vérité et g pour l'erreur, la 
probabilité de ce partage sera 


É pp — 1)... (p—g#Hi)\v mt 
| 2 Le hr but: je (w—+ my} 
Si l’on demande la probabilité que la décision sera 


rendue à l’unanimité, sans distinguer les votes pour la 
vérité de ceux qui sont pour l’erreur, on aura 


up Ah mp 
G+m) 


Lorsque la décision est portée et qu’on sait le nombre 
des votans qui ontété pour et de ceux qui ont été contre, 
il ne faut plus alors faire entrer dans la probabilité cher- 
chée, que les combinaisons qui s’accordent avec ces 
données; et l’on troûve, comme dans le n° 141, que la 
probabilité de la vérité d’une décision rendue à l’una- 
nimité par un nombre p de votans est 


vP 
EN 
| et seulement | 
E à à vP—g 


| p—q p—q? 
Fi uP—3 LE ml 
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lorsque p sont pour cette décision et g contre, ou qu elle 
n’a obtenu que la pluralité p— g. De plus, les remar- 
ques faites sur la marche de ces probabilités, lorsqu il 
s'agissait des’ HAUOIDRRSS (141), ont égalementdieu pour 
les décisions, et s’accordent avec le bon sens, en indi- 
quant qu’on doit attendre la justesse des décisions, plu- 
tôt des lumières que du nombre des votans. 


152. En supposant qu'ici, comme dans tousiesautres 
genres de hasard, les évènemens, quand ils sont très ré- 
pétés, manifestent des rapports fort approchans de leur 
probabilité, on peut déterminer le rapport des nombres 
v et m», lorsque l’on connaît, dans une longue suite de 
décisions, le rapport du Absgbre totalau nombre de celles 
qui ont été portées à l’ unanimité, et le nombre des vo- 
tans qu’on suppose avoir toujours été le même ; car si 


Je à ‘ 
l’on désigne ce rapport par >. 0n aura sensiblement 
pt mp KE 
E+ mm) 


Ce moyen a été proposé par Laplace O5 et en 
faisant pour abréger 


r 
n 


p A0 nd 
—=e, d'où ———=1—e,; 


v+m |. v + m 
on en tire l'équation 


F 
cr US or rs 


qui fera connaitre la valeur de la probabilité e. Cette 
équation, qui ne monte qu’au 2° degré quand Per 0 y 


{*) Théorie analytique des Probabilités, p. 460. 
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+ 


Hnne alors e=iiZ# FL See et si l'on suppose que 


la moitié des décisions aitété À sas à l'unanimité, ou 
L ” % Le ; ÿ 
DIT 

que, on, en délio e—=0,789 : c’est la proba- 


bilité de la vérité de chaque vote, d’après lhypo+ 
thèse établie. « 

Tirant ensuite de l’ équation ER à valeur ce e?, 
pour la substituer dans la formule 


* « 
sus Porn ep, - 
à | mn PH <— €}? 
qui exprime la probabilité de la vérité d’une décision 
rendue : à luvanimité,, on obtiendra 
1——{(1—e):: toûs 
(re EE on de 


r : . F 


. 


on aurait pu également éliminer (1 —#) au lieu de er. 
Ces formules sont'très simples ; mais elles supposent 


| constant le rapport — ,; ce-qui parait. d’abord inad- 


| missible pour un Vas espace de temps, Dondaus lequel 
les principes politiques , administratifs "EL judiciaires 
varient avec l’état des lumièr es et les opinions adop- 
| fées sur les droits communs à tous les hommes, ou par- 
| ticuliers à certaines classes de la société : cette kypo- 


| thèse ne peut même avoir lieu quand ces circonstances 
\ m’auraient pas changé. 


153. En effet, la formule - té s#Ù 
éPTg 
WI mp3? 


| présenté une conséquence que le bon sens rejette. Elle 
3° édition. | 18 


| >! 
? : - ‘ 


de 
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demeure la même tant que le nombre p — g ne change 
pas, quel que soit d’ailleurs p + g qui exprime celui des 
votans, en y faisant, par exemple, p— 25, g=10, ou 
bien p = 220, et g—205. Dans ces deux cas, la ma- 
jorité p—q est également de 15 voix ; mais on ne 
pourra s'empêcher d’attacher bien plus de confiance à 
la première décision qu’à la seconde, parce qu’on est 
porté à estimer le poids de la majorité des suffrages, 
non par leur nombre absolu, mais par le rapport de ce 
nombre avec celui des votans (*). 

En cherchant à se rendre compte de l'exception que 
faitici laraison naturelle, à une déduction rigoureuse du 
calcul, il faut reconnaître, avec Condorcet, que cette 
diminution de confiance a te alors sür la probabilité 
de la vérité de chaque vote , probabilité qu’on reparde 
coïnme plus petite quand là décision est rendue à à une 
faible pluralité que dans le cas contraire ’ ce qui peut 
tenir à la difficulté particulière de la question à décider. 
Par là on rentre dans les priBEipos généraux sur. lesquels 
le calcul et le bon sens s’accordent ; car le plus grand 
terme du développement de (v + m}? étant celui où 
les exposans des lettrésv et m sont dans le rapport de 
ces nombres, ou s’en rapprochent le plus (29), ces ex- 
posans indiquent la division des votes la plus probable 
dans une assemblée; et toute autre l’est d’autant mots 
qu’elle s’écarte plus de celle-là. 

Une longue suite. de décisions portées par les mêmes 
votans, sur des questions de même genre, à une pluralité 
à peu près constante, ferait donc RATE les limites du 
partage le plus probable des votes, et conduirait à des 
valeurs approchées du rapport des nombres v et "7; 


| ‘ ; 
(*) Æssai sur la Probabilité des Décisions, P. 242. 
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mais ce moyen de le déterminer n’est guère plus prati- 
cable que celui du n° 152. La révision des décisions 
anciennes, par un'noimbre suffisant de personnes très 
éclairées et dégagées de tout intérêt relatif à ces déci- 
sions et aux votans qui les ont réndues, donnerait sans 
doute des lumières importantes , si le travail de cette 
révision n’était pas à peu près impossible à exécuter, 
ou. parce que les matériaux manquent, ou bien parce 
qu’ils sont trop multipliés ou trop obscurs. 


154. Quoi qu’il ensoit, cette nécessité de regarder la 
probabilité de la vérité hi chaque vote, comme pou- 
vant varier même dans l’état de choses le plus ordinaire, 
oblige de-substituer aux expressions des probabilités 
à priort, celle des probabilités 4 posteriori ; et par ce 
moyen Condorcet trouve, en effet, que la probabilité 
d’une décision doit diminuer quand le nombre des vo- 
tans augmente, et que la pluralité reste la même. Nous 
n’indiquerons qu'une seule des hypothèses qu’il exa- 
mine, celle à laquelle il s'arrête, Ayant reconnu qu’on 
ne pouvait arriver avec quelque apparence d’exacti- 
tude, qu'à une probabilité assez considérable que celle 
de la vérité de chaque vote est renfermée entre des'li- 
mites données, il cherche la probabilité moyenne de 
la vérité d’une décision portée par un nombre donné 
de votans , à une pluralité donnée (*. ( 

En désignant par a et b les valeurs entre lesquelles 
doit demeurer comprise la probabilité représentée ci- 


dessus par , On trouvera, par les considérations 
p 


du n°93, que les probabilités moyennes qu’il ya eup 
votes pour la vérité et g pour l'erreur, ou bien le con- 


(*) Essai sur la Probabilité des Décisions, p. 244—245.' 
194: 
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traire, sont 


C [sp — Er) h c[ Es P) | 


+ 


ce qui donne pour la DD Me np du 1* cas, 


SE — 7 
* {597 sys0 } m pese % Sr) Y 


ec 


(Jorez aussi la note TIL.) 
Laplace, qui n’avait point eu égard à ces réemar- 
qües dans la seconde édition de sa Théorie analytique 
des Probabilités , s’enest dccupé , pour la 3° édition de 
son Essai philosophique sux ce sujet; et il donne aux 
limites a et à, que Condorcet suppose déduites de 
l'examen de décisions antérieures, les valeurs ! et 1, les 
plus distantes que l’on puisse HAUUe puisqu'il PAL 
d’être probable qu’une décision rendue à la pluralité 
des voix, sera conforme à la vérité, quand la probabilité 
dé chaque vote est au-dessous de? (151): Voici quel- 
ques résultats de cette Lypothèse, A UORtEe à la p. 139 
dé l’ouvrage que je viens de citer et que donne aussi la 
formule précédente : « Dans les tribunaux spéciaux où 
» cinq voix , sur huit, suffisent pour la condamnation 
» -de Pacte! la probabilité de l’erreur à craindfe sur 
» 1 dessus de +. La 
» grandeur de cette fraction, dit avec raison Laplace, 
» est effrayante. » Dans un jury, GoMpose de douze 
membres, la probabilité de l'erreur n’est: que 424, 
un peu blus grande que +, lorsque la décision est 
portée par 8 voix, 7% ou environ — quand la ma- 
jorité est de 9 voix, et seulement == pour l’unani- 
mité, ce qui est la condition du jury anglais ; d’où il 
suit que ce jurÿ aurait l'avantage, si d’autres considé- 
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rations ne prouvaient que cette unanimité peut souvent 
être forcée. Mais ce qui doit rassurer sur les décisions 
des jurys, en temps ordinaire, lorsque les membres 
qui les composent ne sont prévenus d'aucun sentiment 
pour ou contre la classe d’accusés qu’on leur présente.) 
et ce qui fonde leur supériorité sur les anciéns tribu- 
naux, c'est la ferreur que sent dans $on âme tout 
homme compatissant, d’en condamner un autre in- 
justement ou à une peine trop sévère, sentiment que 
la longue habitude d’examiner et de juger des accusés 
affaiblit beaucoup dans les meilleurs naturels, comme 
le remarque Laplace. Rien n’est donc ide affli 
geant pour l’humanité,et la justice, que la nécessité, 
sitant estqu’elleexiste, de créer des tribunaux extraor- 
dinaires, dans lesquels il-est bien difficile que l'accusé 
ne trouve pas d’abord, par la riature du délit qui. lui est 
imputé, une prévention très défavorable ; aussi les mo- 
tive-t-on principalement sur le danger que, dans cer+ 


tains cas , l'impunité des coupables peut faire courir à 
la siété (9. | 


. 


155. Condorcet a eu égard à cette dernière ciréons= 
tance pour les délits ‘rdinaires ; et cherchant à conci- 
lier les intérêts d’un accusé avec la sûreté de la société, 
il consacre la première partie de son ouvrage à déter- 
miner, dans un ‘grand nombre d’hypothèses de pluralité, 
la pr obabilité qu’un innocent ne serait pas condamné, 
et celle qu’un coupable ne serait pas absous. Pour cela 

| ils’est proposé les questions suivantes : 1°. Quelle est la 
ns DES 


# 


_ 


(*) Voyez aussi dans les Annales de Mathématiques pures et. 
appliquées (ce. IX, P- 306), des observations très bien fondées, sur lés 
inconvéniéns de réunir nl opinions des juges à celles du jury, dans 
certains cas, cé qui diminué beaucoup Ja confiance due au juge- 
vent, et,aggrave le sort de laccusé. 
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probabilité que l'erreur n'obtiendra pas la pluralitéexi- 
gée? 2°. quelle est celle que la vérité obtiendra cette 
pluralité? évènemens qui né sont pas contradictoires : 


quand on exige plus que la simple majorité, ou que 
le nombre des votans est pair. 


En effet, si l’on suppose constante la probabilité de 
la vérité de chaque vote, que pour abréger on fasse 


(4 


_—,2— © IE 


frere Ta =h 


et qu'ilyaitp votans, On aura 


Perf PE 0 Lens fs ia 


.2 s 
bnp D gene 
à 1:23: NM 


pour la probabilité que le nombre des votes conformes 
à la: vérité, ne tombera pas au-dessous de p— g : si 
donc onexige la pluralité r, pour condamner un accusé, 
et qu’il soit renvoyé s’il n’a pas cette pluralité contre 
lui, l expression précédente continuée jusqu’à ce que 


A] 


q—(p—g)=r—2, d’où ge hernets I 


donnera la probabilité que la vérité n’aura pas contre 
‘elle la pluralité, et par conséquent que. l'accusé ne 
sera pas condamné injustement : voilà pour la pre- 
mière question. 
La seconde dépend encore del’ expression ci-dessus, 
mais continuée seulement jusqu’à ce que 
: p—g—g=r, d'où g =, 
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condition d’après laquelle la vérité ayant au moins la 
pluralité exigée, sera nécessairement adoptée, et par 
conséquent PRE condamné s’il est coupable. 

La différence de ces deux probabilités | fort née de la 


partie du haha 4 de (e F9 ‘commençant 


S(P+r)—r E(p—r)ær, 
au terme affecté de e° fr: jusqu’à 


NS AP—AET atpHr)—: 
celui qui l’est de e° Fr , renferme 


tous les cas où la vérité ni l'erreur n'auront la plura- 
‘lité exigée, et variera avec les nombres r et p (#. 
C’est à diminuer cette différence, en conservant d’ail- 
leurs la plus grande valeur possible à la première 
probabilité , que doit tendre la constitution d’un tri- 
bunal, considération analogue à celle du n° 135. 
Condorcet a discuté avec soin toutes les combinaisons 
auxquelles elle peut-conduire, en supposant que le 
. nombredeé votans soitimpair ou pair, la pluralité cons- 
tante ou proportionnelle au nombre des votans, ou 
composée d’une-partie proportionnelle à ce nombre et 
d’une partie constante. Il a examiné ensuite les rela- 
tions qu'ont entre elles les diverses quantités qui en- 
trent dans ces calculs, soit. comme données, soit 
comme inconnues , et a varié les questions avec un dé- 
tail où noûs ne saurions-entrer. On peut.sans doute at- 
taquer ces applications du calcul des probabilités avec 
autant de raison que ce qui regarde les témoïgnages ; et 
nousavons dejà fait connaitre les principales objections 


* 
F 


(*) Afin d’abréger, j’omets la discussion des formes que doivent 
avoit les nombres r et p, pour que les exposansdes lettres e et fsoïent 
des entiers : il est bien facile d'y suppléer. On voit aussi qu’en chan- 
geant e en f, et réciproquement dans la seconde probabilité, on 
formera l'expression de la probabilité que l'erreur obtiendra la 
pluralité exigée, .et qui est la contraire de la première des proba- 
bilités indiquées dans le texte. 
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qui se présentent sur ce sujet ; mais, cependant, siles 
hypothèses auxquelles il'a fallu recourir, ne permettent 
pas d’accorder beaucoup de confiance aux résultats ob« 
tenus, la connaissance des combinaisons qu’elles déve- 
loppent et de la marche dés valeurs qui en dérivent,. 
n’est pas non plus sans quelque utilité pouf diriger la 
réflexion sur ce qui peüt arriver réellement, du moïns 
quand il ne s'opère ‘pas. des cliangemens brusques 
dans la probabilité des votes, et'pour classer les faits 
afin d’én déduire des conséquences précises et appli: 
cables. ' Li 
156. Les élections sont aussi des jugemens lorsqu'on 
les envisage sous le rapport de la bonté du choix, qui 
dépend: des lumières et de l’im partialité des: électeurs ; et 
l’on peut demander quelle estla pr obabilité qu’un cau- 
didat admis d’après une forme donnée de scrutin ;.a une 
véritable supériorité surses concurrens. Malheureuse: 
ment les passions ne dérangént pas moins ici Les calcals 
que dans les témoignages et les décisions. En vain Con- 
dorcet et plusieurs autres publicistes ont-1ls" cherché. 
des formes qui pussent ôter à l’ intrigüe son influence : 
ou ces formes-n’ont pas été soumises à l’expérience, où. 
elles ont été trouvées défectueuses. Mais en renonçant 
à ce point de vue du problème, et en regardant seule- 
ment une élection, ou, ce qui est la niêmeé chose; une 
décision à la Suds dé voix entre plusieurs propo- 
sitions , Cotfure un moyen de terminer les débats en 
adhéiiot au vœu du plus grand nombre e,il'reste en- 
core beaucoup de difliculté à constater, dans -cer- 
tains cas quel est réellement ce vœu (*). L? étendue 


(*) Il né paraît pas qu’on ait faitcetté déduction avänt M. Daunou, 
dans l'excellent Mémoire qu'il à Tu en Pan 1x (1803), sur ce sujet, à 
la Classe des Sciences morales ‘et politiqués de: Pastitut, et qui 
n'ayant été imprimé qu'à part, est assez difficile à trouver. 


0 - " 
. k ” 
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à laquelle est déjà parvenu cet ouvrage, me permet 
à peine d'indiquer sur chacune de ces divisions du 
sujet, quelques principes généraux, 

Lorsqu'il n’y à que deux candidats, la majorité des 
suffrages'en faveur de l’un d'eux, se manifestant tout 
de suite, indique sa Rite: si les électeurs sont 
ete tE éclairés, et dans tous les cas prouve qu’il a 
le vœu du plus grand nombre; mais il n’en est plus 
ainsi dès qu’il y-a seulement trois candidats, En ef- 
fet, quand un électeur vote seulement pour le can- 
didat qu’il estime le plus, il laisse indécis l’ordre 
de préférence qu’il assignerait aux autres sil était 
obligé de choisir entre eux; mais si chaque votant 
écrivait sûr son bülletin les Fil noms des candidats 
rangés dans l’ordre de mérite qu'il leur attribué, ne 
pourrait-il pas arriver que celui qui a été le premier sur 
la majorité des bulletins, mais le dernier sur tout le 
reste, eût moins demérite que celui qui a été inscrit 
le second par tous ceux’ qui ne lui ont pas donné le 
premier rang ? 1 est aisé d'apercevoir que. cela dépen- . 
drait de la Fe qu’on attacherait à la différence de 
mérite entre les rangs. | 

Si, par exemple, en suivagt le scrutin proposé par 
Borda (*), on donne au mérite respectif des candidats 
dés valeurs proportioennelles au rang qu’on leur assigne, 
qu’on écrive en conséquence 3 pour le premier, 2 pour 
le second et 1 pour le troisième, qu’il y aît 3 candidats 
désignés par les lettres 4, 2, C, que sur 100 votans 
65 leur assignent l’ordre 4BC et 35 l’ordre BCA; il 
est évident que la majorité des suffrages est pour 43 
puisqu'il a été regardé comme supérieur à tous lesautres 


‘ 


(*) Mémoires de l'Académie des Sciences, année 1781, 


p- 657, 
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par 65 électeurs : cependant, si l’on estime le mérite re- 
latif des candidats par la somme des nombres qu'ils ob- 
tiennent sur chaqueliste, on ne trouvera pour 4 que. 


65.3 + 35.1 — 9230, 


tandis que 2 placé le premier 35 fois seulement, mais 
65 fois le second, aura 


: 


65.2 48518 235, | 


et sera par conséquent élu dans-cette forme de scrutin. 

Il n’y aurait rien à dire contre cette conclusion, si 
la graduation des numéros étaitexacte, et qu’ils eussent 
été appliqués de bonne foi; mais il n’est pas difficile de 
voir qu’elle est peu sûre sous le premier rapport, et que 
sous le second elle se prête facilement à l’esprit de ca- 
bale Substituons d’abordaux nombres déteriminés d,2 
1, les lettres p, g, r, et nous arriverons par le même 
scrutin à élection de À, si nous posons 


65p + 35r >> 35p +65q, 


ce qui peut se faire d’une infinité de manières. En lais- 
sant aux lettres get r, leurs valeurs primitives 2etr,la 
condition ci-dessus devint 


65p+35>35p+ 130 ou 30op > 05, 


et montre qu’il suffit de faire p > 3 + pour que la somme 
des numéros obtenus par À, soit plis forte : or peut- 
on balancer le mérite des hide avec une exactitude 
aussi minutieuse ; et d’ailleurs les votans auront-ils dans 
l'esprit une mesure commune à laquelle se rapportent 
exactement les unités qu'ils emploient? Autrement les 
plus sévères déprécier ont trop les candidats, les plus i- 
dulgens leur nd ont des nombres trop forts. 
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La dépréciation pourra même être effectuée de mau- 
vaise foi, dans l'intention d’écarter le concurrent qu’on 
craint le plus. En effet, dans l’exemple que je viéns de 
donner 35 électeurs sachant que les meilleurs candi- 
dats sont Zet P, et voulant exclure À, n’ont qu’à s’en- 
tendre pour le placer au dernier rang, ils rendrontinutile 
le vœu d’une majorité très prononcée en sa faveur. Il 
n’est pas douteux que dès qu’une pareïlle circonstance 
est remarquée, les passions ne la mettent bientôt à pro- 
fit. Et qu’on ne croie pas qu’elle ne puisse avoir lieu que 
dans quelques cas; elle est au contraire très étendue ; 
car si l’on désigne par m7 + nle nombre des électeurs, 
qu'il y ait bulletins dans la forme 4BC , et n dans la 
forme BCA, A ne pourra être élu qu nutane que 


4 3m + n % 2m +-3n, ou mon: 


il lui faudra donc plus des 2 des suffrages individuels. 
Les inconyéniens de ce scrutin deviennent encore plus 
graves si le nombre des candidats est plus considérable. 


157. Lorsqu'on a reconnu la très grande difficulté, 
pour ne pas dire impossibilité d'obtenir, par les appré- 
ciations de ehaque électeur, une évaluation exacte du 
mérite respectif des candidats, il faut en revenir à 
prendre pour cette.mesure, le vœu bien exprimé de la 
majorité ; et. le moÿen qui se présente pour connaitre 
ce vœu, est de consulter chaque électeur sur ces candi- 
dats comparés deux à deux. C’est à quoi peuvent servir 
les numéros affectés à chaque candidat, pourvu qu’on 
ne leur assigne d’autre fonction que d’exprimer le rang 
dans lequel ils sont placés par lés électeurs: 

En établissant un certain ordre, 4BC, par exemple, 
le votant affirme les propositions suivantes : 


284 TRAITÉ ÉLÉMENTAIRE 


À vaut mieux que B 


d’où il suit Z vaut 
B vaut mieux que At i ut mieux in A 


‘ 1 
“ Les P 


ce que pour abréger nous exprimerons PAPUE" col 


r 8} 


AD B) B>C, d'où 4>C.. 4 


Cela posé, 3 candidats pouvant être, rangés 2 à 2 de 
six manièr es différentes , il faudra, en décomposant les 


scrutins comme ci-dessus, oteh le quels sont les ar= 


rangemens qui ont obtenu le plus grand nombre de 
voix, et en détérminer les conséquences sur l’ordre à à 
établir entre les 3 candidais, . *” 

Supposons que 60. électeurs se soiënt partagés ‘sur 
l’ordre des candidats, comme il suit : 


‘ 


23 pour ÂCB, 19 pour BCA, 
16 pour CBA, 2 pour CAB; 


formant d’abord la comparaison de 4 avec B , on trou- 
vera que la proposition A>B est établie par 23+2=—25 
suffrages , et sa contradictoire B>> 4, par 19 +16—35; 
La proposition 4 > C: par 23, et sa contradictoire 
C>A, par 19#16+2= 83; ; 
La proposition B >> C par 19, et sa chntiadiotoiss 
CB, par 23 + 16+2—#4r. | 


Parmi toutes ces propositions lés trois qui ontobtenu 


le plus de suffrages, sont done CB donnée par 41 
CSA par 37, B> À par 36. 

Ce systèrne de propositions qui ne renferme aucune 
contradiction, établissant l’ordre C5 4, donne la su- 
périorité absolue au candidat C, qui n’aurait eu que 18 
voix sur 60, si Fon n avait écrit qu'un seul nom sur 
chaque Hüllétin: tandis que 4 en aurait 23 et B19; 
etsi, confor niériréit À Pusäse établi quand l'élection doit 
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étre faite à la majorité absolue , on eût obligé les élec- 
_ teurs dans un nouveau scrutin le ballottage), à ne voter 
que sur les deux candidats qui avaient obtenu le plus 
de voix, C aurait été exclu. IL est visible que ce dernier 
défaut du scrutin ordinaire croît avec le nombre-des 
votans et des candidats, et qu’un petit nombre d’élec-: 
teurs qui s’entendent peut forcer la majonité, dont 
. les voix se sont dispersées sur un grand nombre de can- 
ae à choisir entre deux qu’elle dt si. elle 
n avait la liberté. 


| 158. Dans l'exemple précédent lestrois propositions 
qui ont obtenu le plus de voix sont, comme nous l'avons 
remarqué, compatiblesentre elles ,et toutes nécessaires 
si l’on veut établir un ordre définitif entrelescandidats ; 
car les deux preinières laissent indéterminées la subor- 
dination qui doit exister entre et B ; mais celan’arrive 
pas toujours. Si, le nombre des électeurs restant le 
même, leurs voix étaient divisées de cette manière, 


12 pour 4BC, 9 pour ACB,, 20 pour BCA, 
10 pour CAB, 9 pour CBA, 


on trouverait, en opérant comime ci-dessus, 


A > B par 31 suffrages et B © 4 par 29, 
AZ Cpar2r ét CT À par 39, 
B > C par 32 ét C'> B par 28; 


rapprochant alors les propositions qui ont obtenu le 
plus de voix, on tomberait sur le système 


C> A donnée par 39, B>> C par 32 ét 475 B par 31, 


dont les deux premières conduisent nécessairement à 
B >> A, résultat contraire à la 3°. 
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: Pour échapper à cette contradiction , Condorcet, qui 
a discuté avec beaucoup de soin et à plusieurs reprises, 
la théorie des élections, propose de ne composer le ré- 
sultat final qu'avec deux propositions, lorsqu’elles'ont 
une conséquence nécessaire, et de chercher ensuite 
parmi les trois systèmes qu’on peut faire.en combinant 
deux à deux les trois propositions indiquées ci-dessus, 


celui qui a.obtenu le plus de:suffrages, en réunissant 


les votes quioutété donnés à chacune des propositions 
dont il est composé. Or on trouve ainsi 


71 suffrages pour C>4; B>C, d’où l’ordre 2CA, 
di HTC DA, AB) CAB, 
63 up Ou ADS) ABC; 


c’est donc le premier système qui, est voté le plus for- 
tement, etauquel il faut s’arrèter si toutefois onest forcé 
dé consommer l'élection (*). Cette dernière restriction 
a paru très nécessaire à M. Daunou, qui présente contre 
cette manière de combiner les propositions, des diff 
cultés très fondées, et qui pense que dans ce cas douteux 
où il ne saurait y avoir de majorité bien prouvée, le 
seul parti à prendre, si l’on ne pouvait remettre l’élec- 
tion , serait de choisir ie candidat qui a la pluralité re- 
laüve (**. : 


159. Les propositions comparées dans les numéros 
précédens, par rapport au nombre de suffrages qu’elles 
ont obtenu, pourraient l'être par rapport à leur pro- 
babilité, lorsque celles de la vérité et de l'erreur de cha= 
que vote sont connues. Par exemple, un scrutin de 


(9 ) Essai sur la Probabilité des Décisions, Discours prélimi- 
naire, p. Ixvij. 
(**) Mémoire sur les Élections, p. 63. 
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33 votes, sur lesquels 18 sont pour ADB et A> 6 
15 pour Z > Aet C> 4, 82 pour B>Cet-r pour 
C>B, Ad ets à l'élection de A par les propositions 
AY B ét A>C, dont le si a une probabilité 


LA 


y° 
Em . 


mais la très grande pluralité qu'a obtenue la proposition 
B> C, donne, dans le cas où‘v surpasserait un peu ", 
plus de probabilité au systéme B>Cet B>A, quoique 
la seconde proposition n’ait eu que la minorité des suf- 
frages. 

En effet, la probabilité de ce dernier dtèie étant 


= (ua et La: 


y?1 m3 
vi mt / 3 + mn? 


si l’on fait m—«v, qu’on réduise au même déno- 
minateur les probabilités du prenuier et du second sys- 
tème, on trouve pour les numérateurs 


1 Ha et æ°(1 É æ), 


expressions qui deviennent 1 ,038 et 1,260 lorsque 
æ—0,9: « Ainsi, dit Edtdèrcet, le système pour lequel 
» on conclut la Hluralité n’est pas nécessairement celui 
» qui a la plus grande probabilité (#)» ; mais cependant 
on ne doit pas adopter ce dernier dis tous les cas, 
parce que souvent l’une-des deux propositions A 
qu’une probabilité fort petite, impliquerait contradic— 
tion avec d’autres qui en ont une plus grande. 

Si l’on joint à cette difficulté celle de constater la 
probabilité de chaque vote, on sera bien fondé à s’en 


(*) Essai sur la Probabilité des Décisions, p. 123. 
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dir dans les élections, à la recherche du vœu de la 
aâjorité, ce qui, comme on vient de le voir, n "est pas 
toujours unechose aussi simple qu’on dotHHatEle penser. 
En réduisant le nombre des votans on facilite beaucoup 
la formation des votes et leur dépouillement. Cette rai: 
son, jointe à d'autres que ce n’est pas ici le lieu d’ex- 
poser, a conduit à établir plusieurs degrés d’élection 
pour arriver à un choix définitif, c’est-à-dire à faire 
nommer d’abord des électeurs qui doivent à leur tour 
en choisir d’autres, et ainsi de suite ; mais par ce mode, 
l’inflüence de la volonté générale, diminue à chaque 
nouveau degré qu’on ajoute à l'élection, et le choix 
de l'assemblée la plus élevée est-souvent très dif- 
férent de celui qu’aurait indiqué éètte volonté , si 
on l'avait immédiatement consultée : un calcul fort 
simple rend très frappante la vérité de cette asser- 
tion (*). 


De la probabilité des milieux pris entre plusieurs 
* observations. | 


160. Pour achever de parcourir les principales ap- 


plications du calcul des probabilités ; il me reste à 
parler de la méthode de prendre le milieu entre plu- 


sieurs résultats ou observations, en ayant égard. aux :| 


diverses probabilités des erreurs, ou de déterminer les 
corrections les plus avantageuses que des valeurs déjà 
très approchées , doivent subir pour satisfaire le mieux 
possible à un grand nombre d’observations. Cette 
recherche, commencée par Lagrange, éclaircie par 


! 


(%) Voyez les remarques de M. Gergonne, Annales de Mathé- 
matiques, t. VI, p 


DES :PROBABILITÉS, 289 


Euler (*}), a été poussée très loin par Laplace ; 
mais comme elle se rapporte principalement à VAs- 
tronomie, et dépend de la forme des méthodes em- 
ployées dans cette science, elle sort des limites que j’ai 
dû me prescrire. Je me bornerai seulement à donner 
une idée de la manière dont le calcul des probabi- 
lités s'applique au cas le plus simple de la ques- 
tion, celui où il s’agit de’ prendre le mijieu entre 
plusieurs déterrninations immédiates de la HE 
cherchée. 

Dans le principe, on a comparé les observations aux 
jets d’un dé ayant autant de faces qu’on admettait 
d’erreurs possibles, et Fon a supposé d’abord que ces 
erreurs étaient également probables. Par exemple, si, 
pour se rendre compte d’une mesure dont le résultat 
ne peut pas s'éloigner de la vérité, soit en plus, soit 
en moins, au-delà de 5 parties très petites, comme 
5 secondes de degré, on conçoit un dé ayant 11 faces 
marquées par les nombres 


—5,—4, —3, —2, LT ER +2, +3, +4,+5, 


un nombre n d'observations étant assimilé au jet 
de n dés semblables, les erreurs dont peut être af- 
fectée la somme de ces observations seront exprimées 
par la somme des points que peuvent présenter les 
dés. Il suit de là et du n° 56, que cette somme pourra 
recevoir toutes les valeurs marquées par les exposans 
de x dans le développement du polynome 


{ LH DT RTE DT LT JE 
+ x + + +rtLr } 


@— ne — 


à me 


(*) Mélanges de la Société de Turin ,t. V, p. 167. Vove Acta 
Acad. Petropolitanæ , t IIT, p. 280. 
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Le terime-aflecté de l’exposant zéro répondant au 
cas où toutes les erreurs se sont compensées dans la 
somme des, observations, son coefficient divisé par 
{11}, exprimera. la probabilité que cette somme est 
exacte, et qu’en la divisant par le nombre nr des ob= 
servations, On aura la vraie valeur de la quantité cher- 


chée. 
Si, awilieu de se borner au terme: dont l’exposant 
est 0,-on embrasse plusieurs autres termes, on en dé: 


duira alors la probabilité que l'erreur de la sémme 
des observations est renfermée entre certaines limites. 
Ainsi, en réunissant les termes dont les exposans sont 
—2, —1, 0, +1,+2, on aura la probabilité que 
l'erreur de la somme des observations ne surpassera 
pas 2 sécondes, soit en plus, soit en moins; erreur 
qui, dans le résultat, étant divisée par n, sera com- 


24 4% La 
prise entre les limites — — a À +5 1e: 
n 


il 
F 


Le développement du polynome M oue s’abrége 
beaucoup par le procédé du n° 56, Dans l'exemple 
ci-dessus, on a 


art a) (ar ar 


PO A rc 0 5 
ne AT LT ES ne me À MÈUS n 12! ns —} 
( == "are, 


et il ne sera pas difficile de former le coefficient du 


terre affecté de tel exposant qu’on voudra. 


| 

. Quand on assigne aux erreurs des probabilités 
FC. revient à supposer que chacune de ces 
erreurs est marquée sur un nombre de faces propor- 
tionnel à sa probabilité; en sorte que si l’on, suppose 
toutes ces probabilités réduites au même dénomina- 


teur, et représentées par la lettre e, numérotée d’après. 
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l'erreur à laquelle elle se rapporte, les chances d’er- 
reur dans la somme des observations , seront données 
par les coefhiciens des puissances de x dans lé déve- 
loppement du polynome 


(e_5x He x 4. . ex. …+erl+esx)" : 


si le nombre des erreurs possibles est encore limité à 5. 


On voit que par cette manière d’envisager la ques- 
ton, la difhculté est tout entière dans la longueur 
des calculs , qui devient excessive dès que le nombre 
des erreurs possibles et l’exposant 7 sont considéra- 
bles ; et c’est à diminuer cette difficulté que s’est at- 
taché Lagrange dans le Mémoire cité. 

Il a fait aussi plusieurs hypothèses sur les probabiz 
lités des'erreurs. En supposant, par exemple, les er- 
rêurs d'autant moins probables qu’elles sont plus 
grandes, et se. bornant toujours aux nombres dé 
l'exemple précédent, on pourrait prendre pour la lettre 
e la progression | 

" “dy 2 AND, 4; GE 6, Je 4, 3 3 23 I; 


en sorte que le polynome à développer serait 


‘ (x TS 2 2ù T4 Æ Ba Lx 4 br + 6x° 
+ 5x! Hart Bx + 22t + ny. 


Quant au dénominateur commun des probabilités 
des erreurs, c’est évidemment la somme des nombres 
substitués aux €. | 

Si ces probabilités ne formaient pas une progres- 
sion symétrique comme la précédente, tant par rap- 
port aux erreurs positives qu'aux négatives, il pourait 
arriver que le plus grand terme du développement ne 
serait pas affecté de x°, mais d’une autre puissance 
de x, dont l’exposant indiquerait alors l’erreur la 


19: 
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plus probabie dans la somme des observations, I 
faudrait donc: corriger cette erreur avant de diviser 
la somme donnée, ét le quotient obtenu ensuite serait: 
le résultat le plus probable. 


162. Voilà à peu près toutes les notions élémentaires 
qu’on peut donner-sur ce sujet. Pour s'élever. au-delà 
il faudrait l’étendre heaucoup, et d’abord remarquer 
qu’une observation pouvant différer du vrai, par des 
intervalles aussi petits qu’on voudra , le nombre des 
erreurs à considérer, quoique assujetti à des limites 
finies, doit néanmoins être regardé comme infini, ce 
qui fait entrer cette recherche dans le ARS du 
Calcul intéoral. (7/07. la note III.) | 

Ensuite, le plus souvent, les quantités à détermi- 
ner ne sont pas données mnédiatement par les oh— 
servations: elles doivent seulement êt , Que par 
certaines combinaisons avec des non de ntérieure— 
ment connus , elles représentent ces OPERA lions ; et 
si elles ne le font pas exactement, c’est qu’il y a erreur, 
soit dans Ces quantités, soit dans 1 °. obsérvations 
mêmes. Cette dernière circonstance fait que dans-le 
problème, ily a bien plus d'équations que-d’ineon- 
nues; et la manière de les combiner, pour en obtenir 
le résultat qui a la plus grande probabilité, ainsi que 
de déterminer cette probabilité, dépendant de la forme 
de ceséquations, sort entièrement des limites de ce 
traité. Je dirai seulement que la règle la meilleure, 
celle de rendre un minimum la somme des quarrés des 
erreurs, où elles entrent dans leur entier, quel que soit 
leur signe, a été établie d’une manière très simple, par 
Legendre. Quant à l'évaluation de la probabilité du 
résultat auquel elle conduit, on la trouve dans la 
Théorie analytique des Probabilités, et dans un 
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Mémoire où M. Plana a traité de nouveau ce sujet 


avec beaucoup d’étendue et de clarté : M; Poisson s’en 
est aussi occupé depuis (*). 


De l'évaluation morale des Probabilités. 


163. Lorsque le calcul des probabilités est appliqué 
à des sujets qui intéressent notre fortune ou notre vie, 
des nombres abstraits paraissent peu propres à nous 
faire connaître l'importance que nous devons attacher à 
ses résultats. Mais si l’objet de ce calcul est de ramener, 
autant que faire se peut, nos impressions à une mesure 
exacte, 1l doit nous offrir aussi le moyen de trouver une 
impression équivalente à une mesure donnée. En effet, 
placés au milieu d’une foule de dangers que nous 
sommes obligés de braver soit pour notre intérêt ou 
_ pour notre plaisir, et sur lesquels l'habitude et l'opinion 
générale paraissent assez constantes, les probabilités 
oi ces dangers peuvent servir de termes de comparaison 
avec ceux qui ont été calculés et non encore éprouvés. 


À 


(*) Voyez d’abord Vouvelles méthodes pour la détermination 
des orbites des comètes, par Legendre, p. 72. Depuis la publi- 
cation de ce Mémoire, M. Gauss, dans sa T'heoria motus corporum 
cœlestium, a déclaré qu’il était parvenu, de son côté, à cette règle. 
Voyez ensuite le chap. LV de la seconde partie de la Théorie ana- 
dytique des Probabilités, par Laplace; puis, dans les Heémaires 

» «le l’Académie de Turin, ann. 1811—1812, celui de M. Plana, 
et dans la Connaissance des Tems pour 1827, celui de M. Pois- 
Von M. Gauss a publié sur cesujet un ouvrage spécial ayant 


our titre : Z'heoria Pbmbinationis observationum  minimis 


“erroribus obnoxiæ; M. Fourier a aussi donné quelques règles , 


mais sans démonstration {voyez le Bulletin des Sciences, publié 
par M. de Ferussac, part. math., t. I[, p. 88), et M. Puissant a 
fait, aux résultats des opérations géodésiques, l’application dun 
calcul des probabilités. (Acad. des Sciences , t. X et XI.) 


7" 
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Pour uw intérêt assez modique, un homme prudent 
entreprend une traversée plus ou moins longue, sux 
mer, un passage difficile, par exemple celui du pont 
Saint-Esprit lorsqu’on ARArnA le Rhône en bateau, et 
une foule d’autres actions'assujetties à des risques di- 
vers. Si donc on avait des relevés exacts qui fissent con- 
naître la proportion des accidens aux, succès, on en 
déduirait une échelle de probabilités, dont 1 valeur 
morale serait mesurée par l'importance ‘attachée aux, 
résolutions qu "exigent les entreprises dont ils’agit. On | 
pourrait aussi comprendre dans cette classe les ris- 
ques pécuniaires auxquels se soumettent, dans: J’es- 
poir d’un gain plus ou moins considérable, des hommes 
connus pour leur expérience et leur sagesse dans la 
conduite de leurs affaires; mais ces données man- 
quant, on a tâché d’y suppléer par les Tables de … 
mortalité E). : * 
Buffon s’en est servi pour déterminer une limite au. 
dessous de laquelle toute probabilité devait être. FR 
% 


gardée comme nulle (82) ; 4l fixa cette limite à == 
parce qu'aucun homme dans son bon sens, n’est frappé 
de la crainte de mourir dans lé jour, et que sur 10000 
personnes il en meurt une dans cet intervalle. Daniel 
Bernoullr observa d’abord que Roux former cette va- 
leur avec exactitude, il fallait n’y pas comprende les 
individus qui avaient une maladie ou des motifsconnus. 


de nn. une > mort ter et Condorcet pere 


dé terme de “A OHEE lorsqu'il s’agit d’une . 
nation Volontaire que d’ aiMeure ôn ne pouvais 


f 


(*) Essai sur La probabilité des Décisions. P- 225, et Dis- 


: r | 
cours préliminaire, p. evij. de, £. VE à 
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un très grand nombre, afin qu’il.y en eut pour les di- 
verses spéculationsqu’on pouvait seproposer. Cette der-- 
nière objection me paraît au fond la plus solide; car si 
nous nous habituons pour nous-mêmes au danger 
de mourir dans un intervalle de temps très court, 
nous, l’apprécions mieux’ à l’égard des autres, et 
nous faisons reposer des intérêts plus ou moins grands 
sur l’existence des personnes , d’après leur âge et l’état 
de leur santé. 

En caleulant donc le risque de mourir dans l’in- 
tervalle d’un an, d’un mois, d’une semaine ,. d’un 
jour, d’une heure même, poûr des personnes bien 
portantes de différens âges, on formera sans peine 
l'échelle : dont nous avons parlé. 

La Tabie dressée, par Deparcieux sur les indi- 


_ vidus choisis (126), donne, à l’âge de 20 ans,.la pro- 
; babilité 


I ; 
environ — de mourir ir dans l'année, 
O4 


1 
d n re mois 
1221 jt $ d 
1 Mis 
die (+ semaine, 
5291 A) 
N.# | ki 4 
envir on dans Le jour 
| ENS e.. ul 
t 
== dans une heure: 
891330. : | 


| # Ces probabilités varient avec l’âge, mais par des dé 
à: nces qui sont d'autant moindres, que l’intervalle de 
emps est plus court. Prenant dans la même Table les 
56 40 analogues pour l’âge de 5o ans, on trouxe 


»# 


- 10 | 
| = dans unan, = dans une semaine, etc. 
1% sg 7 581.52 à! 
> aie # 
v,nr va 
LE 


“dk 
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*Si l’on retranche de ces dernières celles ‘qui corres- 
pondent à l’âge de 20 ans, la différence sera la mesure 
de l’augmention que là âge apporte au risque de mourir 
pendant l’année, la semaine, etc., augmentation dont 
l’importance morale est fort petite; car un homme de 
5o ans qui jouit d’une bonne santé, n’appréhende 
guère plus de mourir dans un intervalle très court; qu’un 
jeune homme de 20 ans. Ce genre de probabilités était 
celui que Condorcet proposait de préférence, comme 
pouvant servir de terme de comparaison. Au reste ce ne 
sont encore là que des vues qu'il ne faut pas trop res- 
treindre; car. il est évident que le sujet ne saurait ad- 
mettre des nuances bien délicates, et que le but est 
rempli quand on a offert à l'imagination un rapproche- 
ment qu'elle peut saisir. 


Résumé général. 


164. Dans les Notions préliminaires formant le pre- 
mier paragraphe de ce Traité, j’ai tâché de faire sortir … 
celle de la probabilité, des habitudes mêmes de notre 
entendement, et de montrer que, reposant par sa na- 
ture sér une énumération , elle pouvait être susceptible 
de se prêter au calcul, au moins ‘dans un orand 
nombre de Cas. Après avoir parcouru lés plus impor- 
tans , il me paraît utile de résumer les circonstances 
remarquables qu'ils nous out offertes, comme devant 

compléter le Tableau de la science, déjà ébauché en. à 
parlant de son origine. ‘ + 

Déterminer le rapport du noinbre des chances N. 
amènent un évènement , au nombre total des chances 
qui peuvent arriver, en descendant jusqu’à celles qui 
sont également possibles : tel est le problème à ré- 
soudre quand les évènemens sont produits par des con 


“. 
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binaisons dont les élémens sont donnés, et dont lemode 
est connu, ce. qui est le cas. des jeux ; et l’on sent 
qu'alors le calcul doit souvent rectifier les simples 
aperçus du bon sens, qui ne peut pas suivre le détail 
des combinaisons, lorsqu’elles se multiplient et se com- 
pliquent au-delà d’un certain terme. Aussi ayons-nous 
donné plusieurs exemples d’erreurs remarquables (19, 
4, 46). 

Le penchant qui nous fait attendre avec plus de 
confiance l’arrivée de l’évènement par rapport auquel 
nous pouvons répéter plus Souvent le jugement de pos- 
sibilité que le jugement contraire (5), ne serait, dans 
le cas qui nous occupé, qu’une illusion, si la théorie 
mathématique dés combinaisons ne montrait pas que 
le nombre de celles qui sont favorables à ce penchant, 
augmente à mesure qu’on embrasse un plus grand 
nombre d’épreuves (33), et qu’elles conduisent à des 
probabilités dont la grandeur frappe également tous 
les esprits; en sorte que le temps donnerait aux plus 
grossiers la preuve de ce qui ne peut d’abord être saisi 
que par une sagacité très exercée : et de là se déduit 
le petit nombre de propositions suffisantes pour fonder 
les motifs qui nous font croire à la probabilité (39; 
fo) (*). 

Cette même propriété de la répétition des épreuves 
conduit à l’évaluation pécuniaire des évènemens aléa- 
toires, et mettant en évidence les suites que doit avoir 
nécessairement à la longue, la plus petite inégalité dans 
le sort des joueurs, dès qu'elle est constante (69), 


0 


(*) Le fond de ces diverses propositionsiest renfermé dans ce juge: 
ment de Gibbon. « Les lois de La probabilité si vraies'en général, 
» sitrompeuses en particulier. » ( Mémoires de Gibbon at Ier, 
p. 261—262 de la traduction française. ) 
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montre combien il est imprudent de se-livrer au jeu 
quand on y a du désavantage , et même de risquer des 
sommes un peu considérables, quand le jeu est épal, 
parce que dans une longue suite de parties, il devient 
de plus en plus problable que l’un des joueurs éprouvera 
une perte surpassant telle somme qu’on voudra (71). 


165. Ce n’est pas pour les seuls éyènemens que nous 
pouvons voir sortir des combinaisons qui les produi- 
sent,, que la probabilité acquiert du crédit sur notre. 
esprit : elle opère de mème à l’égard de. la répéti- 
tion des faits dont l’origine nous est totalement in 
connue. En assimilant la production de ces faits au 
jet d’un dé, .au tirage de numéros pris au hasard 
dans une urne, on doit en effet conclure du théo- 
rème de Jacques Bernoulli (34) que, si des obser- 
vations multipliées manifestent, dans la succession 


des divers évènemens ; des rapports renfermés entre | 


des limites peu distantes , ces rapports indiquent à 
peu près les probabilités simples d’après lesquelles 


€ 
4 
. 


on peut conjecturer sur l’avenir. Le sentiment de la a 


constance des lois de la nature ,, mspiré .de bonne 
heure, par l'immense répétition. des mêmes succes=, 


sions dans le plus grand nombre des faits qui se pas= 
sent sous nos yeux, avait conduit à cet aperçu; mais 
il n’était pas inutile, ce me semble, de le voir sortir 
aussi du développement dés combinaisons mathé- 
matiques, et, ce qui est encore plus remarquable, de 
l'obtenir comme le terme moyen du nombre infini d’hy- 
pothèses qu’on peut faire sur la possibilité des évène- 
mens dont les causes sont tout-à-fait ignorées (87, 93). 

C’est sous cette dernière forme qu “lest bien circonscrit, 

qu'on reconnait les bornes où il faut le renfermér, 

et comment ‘l'assurance diminue à mesure que l’é- 
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tendue de l'avenir augmente par rapport à ‘celle, du 
passé (01). 8 dÀ 1 

La fréquente succession des mêmes faits, qui mène 
à l'idée d’une liaison nécessaire entre eux, étant sou- 
mise au calcul, donne une mesure de la pra bAE Us 
de cette Laon. et. montre jusqu’à quel point on 
. peut y compter, quand même on n’aurait pas d’au- 
t tres motifs de l’établir (104 ,. 105). Cette théorie mérite 
quelque attention, puisqu'elle offre un moyen très 
spécieux de réfuter les excès du scepticisme, sans re- 
courir à ces principes posés à priori, et tout au moins 
aussi douteux et aussi obscurs Es ce qu’on veut prou- 
ver par leur secours, ” 


166. La détéréiration des probabilités, par le 
nombre et le mode des combinaisons , le même pro- 
blème , lorsqu'on n’a pour données que l'observation 
des évènemens passés, enfin la détermination de la 
probabilité de l'existence des causes, ou. pour parler 
plus exactement, des tendances ttes à la pro- 
duction des évènemens qui sont plus répétés que 
d’autres, sont donc des questions dont la solution 
n’est pas seulement curieuse comme pouvant exiger 
beaucoup de, science de calcul, mais encore comme 
donnant des fondémens plus DAitE aux principes gé- 
néraux dé l’art de conjecturer (*). 


(*) La dernière de ces questiôns, considérée en général, a bien 

Pimportance qu’on lui attribue ici, mais non pas dans toutes ses 
applications. La connaissance de la valeur DEFF de Ja prpbabaiaé 
que des effets sont dns à une cause plutôt qu ’au hasard , n’appre- 

nant rien sur la nature de cette cause, Pop bien loin 2: répondre 
par son utilité, à 1 appareil dé calcul qu’exige très souvent sa déter- 
mination. Quand la répétion dés faits, ou et constance est suffi- 
samment constatée par les moyens les plus simples , on essaie de 
les her par des hypothèses; et l’histoire des sciences prouve qu’on 
marche à cet égard du simple au composé, en suivant l’ordre des 
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«167. Pour appliquer cet art, il faut des données ; 
et suivant leur nature elles seront susceptibles ou non 
de se prêter au calcul. Celles de la première espèce 
ne manquent point dans les jeux, où élles se tirent 
des conventions établies et de la forme des instru- 
mens aléatoires. Dans les autres applications, ce 
sont des faits qui n’ont encore été recueillis que 
d’une manière très incomplète, et pour certaines 
classes seulement. La principale, celle des faits concer- 
nant la durée de la vie humaïne, a fourni d’utiles 
spéculations, et d’autant plus sûres, qu’elles ont été 
appuyées sur les élémens plutôt observés que ‘con- 
clus; car, ainsi qu’on l’a vu plusieurs fois dans le 
cours de cet Ouvrage, c’est par les hypothèses ima- 
ginées pour suppléer aux observations immédiates, 
que l'erreur s’introduit dans le calcul. Les questions 
qui s’y montrent le. plus rebelles sont , sans contre- 
dit, celles qui tiennent à la volonté des hommes ; 
mais cependant nos actions ont des conséquences 
aussi nécessaires que celles de toutes les autres forces 


de la nature, et laissent des traces qui, scrupuleuse- 


ment examinées , discutées et énumérées, fournissent 
à posteriori une mesure de la valeur de ces actions. 
Si, par rapport aux témoignages, aux jugemens, les 
passions se jouent du calcul, leurs effets bien ob- 
servésen préciseraienttoute l’influence beaucoup mieux 
que les déclamations auxquelles on peut aisément, avec 
de bonnes intentions et peu de lumières, se livrer sur 
un sujet tant rebattu (*). 

RL A AL 7 IR CE PR RU EE LL 
apparences, qu’on prend d’abord ce qu’on voit pour ce qui est, et 
qu’on rapporte les formes et les effets nouveaux à ceux qui semblent 
les plus répétés. it 

(*) En exemple de ce grand fait, on peut citer les Comptes ge- 
néraux de l'Administration de La Justice criminelle, publiés 


n 


À 
lt 
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Ainsi ne nous lassons pas de répéter, avec tous 
ceux qui désirent sincèrement les progrès de la civi- 
lisation , qu’il en faut toujours revenir aux faits; que 
tout, à la longue, peut se compter, se mesurer, et 
par conséquent être soustrait, au moins en grande 
partie., à l’empire de l’imagination; maïs disons aussi 
qu'on ne saurait atteindre ce point si désirable, qu’en 
mettant la plus grande rigueur et le plus grand dé- 
tail dans la classification des faits, afin d’éviter ces 
associations irréfléchies et inexactes qui chargent les 
meilleurs principes, de conséquences odieuses tout- 
à-fait étrangères à ces principes, comme on pour-— 
rait le prouver, non-seulement par des discussions 
raisonnées, mais en montrant par les faits que les 
mêmes conséquences ont pu être tout aussi légitime- 
ment attribuées aux principes les plus opposés. 


Enfin, quand les faits manquent ou ne sont pas con— 
* 


en France depuis 1825. On y voit, dans les rapports des divers 
genres de crimes, classés suivant les sexes, les âges, les locali- 
tés, etc., une constance déjà bien marquée:, offrant des résultats 
curieux et peut-être utiles. (/’oyez, d’une part, les recherches de 
» M. Quetelet, dans les Mémoires de l’Académie de Bruxelles, 
Le. VIF, et dans la Revue encyclopédique, mars 1833 ; et de l’au- 
Re. l’Essai sur la Statistique morale de La France, par 
M. Guerry.) 

En général, depuis quelques années, la comparaison des phé- 
nomènes sociaux a pris un développement très considérable, 
MM. Benoiston de Châteauneuf, Charles Dupin, Quetelet, Viller- 
mé et d’autrés ont dépouillé, sous.de nouveaux points de vue, les 
registres de l’état-civil, de la conscription , des écoles, les états de 
consommation, et en ont tiré des conséquences intéressantes. Si 
l'on peut trouver que dans quelques-unes de ces comparaisons , 
le nombre des faits recueillis n’est pas encore assez considérable 
pour que les moyennes variant peu, les résultats aient une 
grande probabilité, les auteurs auront au moins le mérite incon- 
testable d’avoir préparé à leurs, successeurs des cadres impor- 
lans. 
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cluans, la discussion qu’il faut substituer aux mouve… 
mens d’un enthousiasme souvent factice, par lesquelson 
a égaré les hommes dans tous les sens, cette discus+ 
sion, dis-je, doit prendre des formes assez analogues à 
celles du calcul. Balancer des avantages et des incon= 
véniens, séparer des exceptions, fixer des limites, n’est- 
ce pas en effet une sorte de manière de compter? et 
quand l’affirmatif et le négatif se montrent au même 
degré, peut-on faire autrement que de rester dans le 
doute jusqu’à ce que de nouveaux faits l’aient dis= 
sipé? (*). 


(*) ‘Franklin s'était fait, poar cette sorte de calcul, qu’il eppsluit 
Algèbre morale, une méthode qui revient, au 4 à ce qu’on a 
ait dans la note de la page 17, et qu ’il recommande au célèbre 
Priestley , dans les termes suivans : 

« Je ne puis, dans l’affaice importante sur laquelle voas demandez 
mon avis, me permettre, faute de données suffisantes, d’influencer 
,votre Taiaeone mais si cela vous est agréable, je vous appren- 
drai comment vous ATÉttres à predtices vous-même, à l’avenir, 
une décision. Dans le cas de ces hypothèses embarrassantes, d’où 
provient surtout la difficulté? De ce qu’alors même que nous les 
méditons le plus, toutes les raisons qu’on pourrait allégner pour on 
contre elles, ne se présentent pas d'abord à notre esprit. Une de ces 
raisons nous frappera dans un temps, bientôt nous la perdons de 
vue, et c’est alors une autre qui lui succède : de lX toutes ces incer- 
titudes, ces alternatives, ces irrésolutions auxquelles nous sommes 
en proie; de là cette perplexité qui nous tourmente, Voici quelle est 
ma méthode pour parer à cet inconvénient : je divise en deux co- 
lonnes; par un trait, une feuille de papier; j’inscris en tête de l’une 
de ces colonnes le mot pour, et en tête de l’autre le mot contre. 
Après deux ou trois jours de réflexions, j'écris au-dessous de cha- 
cune de ces têtes , de petites notes sur les différentes raisons qui se 
présentent de temps à autre à mon imagination, pouret contre la 
mésure que jedois adopter. Lorsque enfin j’ai réuni sur ce petit méni0- 
rial une masse suffisante de raisons contradictoires, je me mets en de- 
voir de peser leurs valeurs respectives. Si je trouve que deux rai- 
sons (une de chaque côté) soient d’un même poids, je les élimine 
toutes les deux; qu’une raison pour égale deux raisons contre , jé 
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Le 


supprime le tout ; que deux raisons contre égalent trois raisons 
pour, j'efface les cèng, et ainsi de suite, jusqu’à ce que je trouve 
enfin de quel côté demeure la balance. Après deux nouveaux jours 
de réflexions , si quelque arrière pensée importante n’est venue ap- 
porter de changement à ma balance, j'en fais V’arbitre de ma déci- 
sion. Quoiqu’on ne puisse, à la rigueur, supputer et peser des rai- 
sons ensemble avec autant d’exactitude qu’on établit des quantités 
«lgébriques; cependant, quand , après avoir discuté séparément et 
comparativement chacune de ces raisons , j’en ai reproduit sous mes 
yeux toute la masse contradictoire, je pénse qu’il me devient plus 
facile d’asseoir un jugement et de prendre uné détermination : je me 
crois en même temps moins exposé à commettre des erreurs. Il est de 
fait que je n’ai retiré que de très grands avantages de cette espèce 
«d’équation, dans ce qu’on peut appeler une Æ/gebre morale. » 

( Correspondance inédite e Franklin, lettre da 19 sept. 1552, 
à Priestley, t. I, p. 29, Paris. Janet père, 18197.) 
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NOTE PREMIÈRE. 


Sur le n°,27, page 43. 


. La formule de Stirling donne immédiatement la 
somme des logar ithmes des termes d’une progression par . 
différence. En prenant Ja suite des nombres naturels 
depuis 1 jusqu’au nombre quelconque x, on a 


11+12+13.:.....+Ll1xr— 
LA I L0 
or (e+i)lea te + ete. ; 


127 
# désignant le rapport de la circonférence au dia- 
mètre (*). Les logarithmes indiqués étant pris dans le 
système népérien ; il faudra, si l’on veut employer 
les logarithmes ordinaires, multiplier par le module 
0,4342945, les termes où il n’entre pas de logarithmes. 


(*) Voyez le 3e volume de mon Traité du Calcul différentiel et 
du Calcul intégral in-4°, ou la fin du Traité élémentaire sur le 
même sujet. 

On pourrait facilement introduire dans les tables dé logarithmes 
les sommes de ceux des nombres consécutifs, ce qui serait fort utile 
pour calculer les termes des puissances MER des binomes , comme 
je l’ai indiqué dans le no 137. On trouve une Table de cette espèce 
à la fin des Miscellanea analytica et de the Doctrine of 
Chances, par Moivre; en 1824, M. Degen, professeur à Hanau, 
en a publié une plus étendue , qui donne ces sommes pour tous les 
nombres jusqu’à 1200 , avec 18 décimales : il y a joint d’autres 
Tables et des développemens sur le même sujet, fort utiles pour 
le calcul des probabilités. L’ouvrage de. M. Degen est intitulé; 
Tabularum ad faciliorem et breviorem probabilitatis compu- 
tationem utilium enneas. 
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En passant aux nombres, et désignant ‘par e de 

nombre 2,7182818, dont le logarithme népérien.est 
l'unité, il vient 


produit dans lequel le dernier facteur approched’autant 
plus de l’unité que.le nombre x est plus considé- 
AD (5. 

. Cela posé, on obtiént, pour le produit 


pipi) (pe). tros RS 


expression 


ï 
2 — — etc 
p'73 on 207 42h 
ep ar QE Ne CE PV 5 
(p— q) 2 PCT 
TA PRET — etc. 
P 2 PAT A 
CORNE CU ; 
or . P—q+- 
e (p—9) o 


(*) On trouve dans la Théorie analytique des - Probabilités 
(p- 129), une expression du même produit, différente en apparence 
de la précédente, mais , qui s’en déduit en développant l'expo= 


1 
3 
nentielle e'?27 — os , par la formule connue 


=i+ ++, + etc. : 


3 


en ordonnant le résultat, suivant les puissances descendantes de x; 
on obtient di 


1.92.3...2x 


)— TH;S 1 : I 13 
_e : LR 
Varepz {+ 12% T 386xs 288x* TARA FE gr 1: 
3° édition. 20 


\ 
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et si on la divise par celle du produit 1.2.3..:9, on 
trouvera que Ç | 


FA unit PE tre D ER 


IONS. : 
Pope “+ D etc 
Ep 2 Pat RU 16 
TUE PrnHr ns 4 


5 bia _P—gHtz 

Var.g ?(p—0) n 

3°. Si l’on fait p—2g, et qu’on divise ce dernier ré-— 

sultat par 2°1, afin d'obtenir le rapport du développe- 
ment de (1 + 1)? avec le termè moyen, on aura 

2 Ë 
(29) PE 
27 V'2r.9 AT ES 


2 
6 San 2 lee 3 Gr D 


D ire — — —— eIC. 
AL I &e + un 
= 4 .C û . 


Vrq 
En posant 2q — 100, on en déduira -le nombre. . 
0,0795892, rapporté sur la page 43. | 
A mesure que 7 augmente, l’expression ci-dessus 


s’approche de 


quantité qui devient de plus en plus petite. 


4. Si l’on fait p—rm+rn, g=rn, pour obtenir 
le plus grand terme du développement de...... : 


DES, POMAUEITÉSE . (307 
(me + njrm+re (29) , On trouvera d’abord que le coefli… 
client reviént à , 


r' — 


—_—_— 
“127 DEAR" m 


rm + Pr 1 ( 
mme | LE Tor 


V'asrmn. ‘m7 


® puis multipliant la dernière de ces valeurs par... 
mn | * 

| Le 

Ses, HN viendra ; 

(m + n)rr ti ? 

£ CG “I : 

fntn e\2r SA me se 
27rmn 


pour le rapport du développement de (m + TA OEEA 
avec son plus grand terme. 
Il est visible que ce rapport I EU à mesure que r 


m + 7 


augmente, et qu’il tend sans cesse vers 


ya  D': . wi . . l 

tité qui peut devenir aussi petite qu’on voudra, en 
prenant pour 7 un nombre suffisamment grand, ce qu 
s'accorde avec les remarques du n° 32. 


5°. Lerapport de deux termes quélconques du déve: 
loppenient de (mi + n}, affectés de mPTint et mPTI'n1", 
en népligeant, pour abréger, les séries exponentielles 
qu’il est bien facile de restituer, a pour éxpréssion . 


200 » 


ïs 
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p+- L += p— gts qq | 
FA L'Lo É " 
2 ONE q— 
gi (PET - pre m 
"+ p—g += q—4 
Va ?(p—9g $ kr | 
L I ; 
4 P—q+ A | 


+ UE abs 
eZ (p—9) | 
(EUR Soit p—rm + ri, Q=mM, d=rmnm—T; le) 

» pression précédente deviendra | 
rm + rm 1 À Marie ” rm fi 2 
r (n— 1) (m4) F 


I e I 
rm Tn HA mr NM HT 
r n 2m F 


CRT 
n— 1 m + 
Te 
résultat remarquable par sa forme, et dont la valeur 
numérique est susceptible de croître indéfiniment en 
même temps que le nombre r, ce qui prouve la propa- 


sition du n° 31. 
Pour s’en convaincre, il suffit d’observer que 


Pen — We (ES — pu rer CAS (° 


m EAN #4 (7 AN tel r(m+i)l (=) 
= EYE € AC 


re v: +: 


» 


I on I I 
QE VA can (ie 


RC +=) = Ar ACR e + Ds — etc. 


# 
nr: 


4 
_ 
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ce qui donne 
FM HT 
Ge 2 


r( — + ba : + etc.) 
e N2m  2n = 2 à 
. 2 


+ car la série qui multiplie r dans la dernière expression 
étant convergente et toujours positive, ils’ensuit quela 
valeur de cette expression croît toujours avec lenombre - 
r, etque par conséquent il en ést de même de 


;, 


cu DR CE LME 
n 4 
pr etre CET, Me e 


Si l’on posait g —rn+r, ce qui donnerait... 
p—g=—rm—r, ce changement ne ferait que mettre 
dans le rapport obtenu ci-dessus , m1 à la place de n, 
et réciproquement. 


à 


—_ 


7°. Si dans l'expression du coefficient du terme ÉTÉ 
néral du développement de (m2 + n) (P- 306), on fait 
p=1rm+Tn, g=m—g, d'où p—q—=rm+#ag", et 
mimts" n'r—9! 


_ qu'on la multiplie par (mn elle deviendra 


| rm +rn nr 

| (rm +- rn) : 

| RP NS eo A tr 
n — q'+.- rm + q + - 

V27. eng) LAIT 49 7 Poe 


_ 4 m n 
e2 FMTA es Tr =q Eee 


te CEST 


A4 


D 


» r | “(a 08 —q +; CH d+ 
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et nous allons la simplifier en supposant g' «très petit , 


par rapport aux nombres rm et rn: Le premier facteur 
se met'aisément sous la forme : 


On) 


v% I } à 
4 7 4H rm + g'it = 
HS V'27r.n le oi 


rm mn + 
X 


ve. 


DD 1 4 


effectuañt la multiplication par le 3° facteur et rédui- 
sant, on obtient " 


F fm+n 


27 TM 


: 


en ne 
+ 


À TM — rm q + _ 
y’ PR FA 
A) ent + 


Observant ensuite que 


CAL , ra: di pe? 
| ea TS) 


IL —— — : = € 

à a: S ï g'Y 
met add | 
püis Latéloppont les exposans de e, et faisant leur 


somme, on trouve , après les rédions ; 


PACE FRA sa PRE. - 


2rm QT 
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et si l’on suppose le nombre 7’ assez petit par rapport 
aux nombres rm etrn, pour que son quarré seul puisse 
entrer en comparaison avec leurs premières puissances, 
on réduira cette expression aux termes : : 


g” q! â 


d’où ïl résulters enfin | "P 


«n“Hn,., 


rs LE 4 Re _ arm T° 


V 27rmrn 27TrImIt 


expression qui donnera-une valeur approchée. du rap- 
portentre le terme affecté de m'"+4" nn , et la puissance 
(m + nym+r, si l’on néglige la série exponentielle qui 
CO DOS le second facteur de l'expression proposée, et 
qu’on regarde g® comme comparable seulement aux 
premières puissances des nombres rm.et rn ET 

Si l’on compare cette expréssion à celle du rapport 
entre le développement de. (m.+ n)"+#" et son plus 
grand terme (p. 307), on verra que 


mm +n à 


1 "#té F 
| e?7mn 


est une expression approchée du quotient de ce plus. 
grand terme divisé par celui qui est affecté de... 
m4 niet SR AMONEN AL 72 — 18 an 17,2 
rm + mn — 14000, d’où r = 406, g9 — E elle donne 
44,7, valeur qui ne diffère pas SNA de celle 


L . 


(*) Elle devient celle qu’on trouve p. 278 de la Théorie analy- 
tique des Probabilités, lorsqu'on y'changeé rm+rnenn,rm en. 
x,-rnen za*et q’ en [. 
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qu'a trouvée Nicolas Bernoulli dans l’endroit cité sur La 
page 176, et d’où il conclut que la somme des 163 
termes qui précèdent le plus considérable.du dévelop- 
pement de (m + n)4°% et des 163 qui le suivent, est 
au reste de ce développement, dans un TARDE AT 
grand que celui de 43,58 à 1. 

On peut parvenir à ce résultat au moyen des re 
marques faites dans le n° 34; car si l’on conçoit que 
les groupes de termes formés. à partir de M, de 
L,etc., soient composés chacun d’un nombre g' de 
termes, et qu’on les représente par g, g’, g”, etc.; 
on aura 


NON NO ALT AS A 
+ TE NA 7 gp ge etc. 


Si donc on fait pe = k , il viendra 


afro < pen cf a 
et par conséquent 
g'+6"+8"+ ete. EE QUE pete ler ki 


et céla, en quelque YÉGRe ue soient les groupes: 
donc enfin le groupe g sera à la somme de tous les 
autres, dan$-un rapport plus grand que À — 1:71. 


8. On peut encore obtenir plus directement la va- 
leur approchée du rapport entre le groupe de termes 
désigné par g, et la totalité du développement de 
(m+n}, en cherchant la somme des valeurs que 
prend l'expression 
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m+n 


+ ’: 


min 27mn 
FX 1 


depuis g—0, jusqu’au nombte assigné pour sa plus 
grande valeur, au moyen de la série sommatoire donnée 
par Euler dans son Calcul différentiel, et qu’on trouve 
aussi aux endroits cités en note au bas de la page 304. 
Cette formule , qui est 


ÉLUS +ou + LU 4 ete. A] 


| | pers 
lorsqu'on y fait x—g, u —be 


, donne. 
— ag?  , ,— ag? kr, —4ag® I] "aq" 
She” "T —bfe Ÿdg+2 be Ÿ —à bag'e 
+ etc. ; 


mais on peut se boïner aux deux premiers termes 
quand ba est fort petit, ainsi que cela a lieu pour 
à 1 osé, puisque 

l’exemple proposé, p qu 


a= b= ir —. 


2rmn À 27rmn 


En posant ae q va= = 4, on obtient Donne 


Le : 
Dal Fee /a 


qu’il faut prendre depuis £—0 jusqu’à la plus grande 
valeur de +, et doubler, si l’on veut réunir le groupe 
qui précède le plus grand terme, à celui qui le suit; 
puis on y ajoutera cé terme. Dans la note IIT, je revien- 
drai sur l'intégrale mdiquée. 


# 
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On peut tirer de ces formules une démonstration de 
la proposition du n° 34; mais celle deJ acques Bernoulli. 
paraît préférable, non-seulement PAF qu ’elle est élé- ” 
mentaire, mais encoré parce qu’on y voit mieux la 
marche de l’approximation que dans les calculs ci-dés- 
sus, fondés sur des séries qui ne sont point convergentes. 
dans toute leur étendue, et où l’on néglige beaucoup 
de quantités dont il ne kemble pas. fâcile d’ apprécier 
exactement l'influence sur le résultat.” | 

En terminant cette note, je dois dire que la somma- 
tion de la partie moyenne des termes des puissances 
élevées du binome, a été ramenée à des intégrales dé- 
finies, par Laplace, dans les Mémoires de l’Aca- 
démie dés Sciences, ann. 1782, p: 60, et par Le- 
gendre, dans les Exercices de Calcul intégr al, V° par- 
tie, p 923. 


Sur le n° 91, page 161. 


F) : 
‘ À EN 
\ 


1°. Si l’on applique à l’expression de Sr (89) ; 
la formule deStirling rapportée p. 304, on trouvera, en 
faisant abstraction des séries exponentiellés, 


n(n—1)....1 


+1) (m2). mnt 


.m4= n+- 
— m 2n 2 er+n+i | 
DAT le ; pa 204 
: mKn+- 
eme 1. (m+n+i) 1 
4 L . My" 
, ; mnt 


(me paiaplin) 
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On peut simplifier la dernière de ces expressions en 
. observant que si p'est,un très grand nombre par rap- 
port aux nombres k et /, on a sensiblement 


ANP+l 
CNT 
P: | 


puisque 


PAGES 


(: Ho RENTE LA ) & 


2.240 p° 1.268 P 
l(—1) À TNT 
+5 + 1.2 EME M PP “HA, 3 PIS ete. ), 


et que, si l’on passe aux limites des différens termes de 
ces séries , en supposant p infini, la première devient 


3 


k | 
RS tof SRTLR 
to sur Lu 


a 2 
M Ton à à 2.3 


et la seconde:se réduit à son premier terme 1. 
Par ce moyen, la quantité 


m +n + 
Om +R) 1 
a3 me 4 n Hi 


m+n£, I 
Ce ee 


É 


ce Ta m;R; 
se change en (m + n) : la valeur de Cie } 


devient donc 


mn" | darhn 


(mm + ny En +i \ m+n’ 


HO 
# 
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- 


comme on le voit dans ter Exercices de Calcul à 
tégral, par Legendre (III part., p: 348); et'i 
observe-avec raison , que l’approximation exige que #" 
les nombres m et n soient tous deux très grands. 


2°. On trouve de même que x 
Sert) 


(a+ g)(n+g—1).. 
ER ENT ER © 
m+p LS $ n+q+: 
PU, Ke du ? = (n + ARTS), | " 


dé FH RPC TELE 


em+u+p+i | CARARNT 01 


: 7 = = 5 
f mn +p+ + 
Meur ads  HSRL | : 
et comme on suppose que les nombres m et n sont très 
grands, par rapport aux nombres pet g, on peutréduire 


mi pq +2 
(+ p— At = 


+ 
m + p—q += 
m+p=q+ig pq) 7 772 


| 1 
| PR PEN ANNE PAL eu y 
à m e , €t aiusi des autres : il vient 


alors 


m+p—q+> n+q + 
—.m n 
PR Er ne LD NS NS 00 UT 
4 ACCRO EEE 
(m3 + n). 


+ t 
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L: 
L = Valeur qui, divisée par celle de SF 1) obtenue précé- 
FRS re donne pour quotient 


j mP—1In1 
| Gm + np 


C'est à peu près ainsi que Laplace a démontré 
dans le tome VI des Mémoires des Savans étrangers 


CR: 625), la proposition énoncée à JL fin du n° gI. 


L 
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: .: 
AAA AAA UD A AAA A AA AAA AA AA RAP NAT AAA RAA 
: 4 


NOTE Il. 
Sur le n° 46, page 74 


Le calcul aux différences (finies) auquel se lie assez 
naturellement la théorie des combinaisons, facilite très 
souvent la mise en équation des problèmes relatifs aux 
probabilités. Déjà Moivre, en cherchant la loi que sui- 
vent les valeurs successives des fonctions qui résolvent 
ces problèmes, avait introduit la considération des sé- 
ries récurréntes ; mais l'algorithme du calcul aux diffé- 
rences n'étant pas encore CALE et l'intégration des 
équations de ce genre n’ayant été‘effectuée d’une ma- 
nière bien explicite que par Lagrange en 1759 (”), 
Moivre ne pouvait pas remonter immédiatement à l’ex- 
pression finie des fonctions à déterminer. C’est  La- 
place qui a fait le premier, en 1773, l'application ex- 
plicite du calcul aux différences à celui des probabili- 
tés; et Lagrange qui, dès 1759, avait indiqué cette 
application, l’ayant reprise en 1775, a résolu par le 
même moyen les plus importantes et les plus difliciles 
des questions que Moivre avait traitées dans la Doctrine 
des Chances (**\. Je ne puis donner ici qu’une idée de 
cette méthode, et je l’appliquerai d’abord à la question 
du n° cité. 


1°. Désignons par J,, le nombre des combinaisons im- 
paires dont #7 pièces sont susceptibles, par P,, celui 


(*) Miscellanea Taurinensia, t.1, p. 33. 


(**) Mémoires des Savans étrangers, t. VIL, 1793, p. 113; 
Mémoires de l’Académie de Berlin , année 1995, p. 2/40. 
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des combinaisons paires, et cherchons ce que devien- 
nent ces fonctions de m, quand cette variable augmente 
de l’unité. Il est Re que si l’on introduit la nou- 
velle pièce dans les combinaisons paires, elle les ren- 
dra impaires, et que de plus, prise seule, elle en 
formera une de cette espèce, ce qui donnera par con- 
séquent P,, + 1 combinaisons impaires , outre les. 7, 
du cas précédent. Quant aux combinaisons impaires, 
l’addition de la nouvelle pièce les rendra paires, et le 
nombre des combinaisons de cette espèce , qui était P,,, 
sera augmenté de Z,,; inais Zn}, et, Pn, étant les 
nouvelles valeurs des fonctions Z,, et P,, il en ré- 
sultera les He o 


A Peer Fa Burns mit Foi 


. 


En vertu de la seconde, la première devient 


Fr li Te 3 


et, si l’on diminue m de l'unité, donne 


In = Pn +1; 


au moyen de quoi chassant P, + 1, de la première 
équation, on obtient 


PERS — F4 pété 


équation du premier degré et du premier ordre à coef- 
ficiens Constans , et à laquelle on satisfait en posant 
1h Aa". Le coefficient À reste arbitraire, et l’on trouve: 
u—2, d’où /,—2" 4; maïs comme J,, doit se réduire 
à 1, quand m=—i1, il faut que 4=;}: on a donc 
1, =2"7, et par conséquent Pa = ln —1=2"0 1. 
On conclut de là les probabilités 
LL 
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 Jn DEA | Ph 21 Ty 


—— 


ai AE MO 2 om 1° à, EM ch 21 


comme dans le n° 46; mais de plus, cette analyse fait 
bien voir comment il arrive que le nombre des combi- 
naisons impaires doit SRRPABARL de l'unité celui des com- 
binaisons paires, ce qui n avait pas été aperçu paf 
Mairan, qui s’occupa le premier de ce problème (20 


2°. La question précédente ne dépendait que d’une 
équation aux différences à deux variables; mais on est 
«conduit fréquemment à des équations aux différences 
partielles : la détermination de la probabilité d'amener 
au moins un nombre donné de fois, dans un nombre 
donné d'épreuves , un évenement désigné, en offre un 
exemple. C’est le premier problème résolu par La- 
grange , dans le Mémoire cité; et voici comment il le 
met en équation. À l’exemple de Montmort, il prend 
pour inconnue le sort du joueur, c’est-à-dire son espé- 
rance mathématique ; mais 1l suppose égale à l'unité la 
somme espérée, ce qui réduit le sort du joueur à la 
probabilité : de gagner. D’après cette définition, il s’ap- 
puie sur le principe, que le sort d’un joueur, àun coup 
quelconque , se compose de La réunion des divers résul- 
tais que peut amener ce coup, multipliés par la proba- 
bilité de les obtenir (66). 

Cela posé, en représentant par y, le sort du 
joueur lorsqu'il ne lui reste plus qu’un nombre x d’é- 
preuves à tenter, et qu il manque encore un nombre t 
de répétitions de l’évènement désigné dont la probabi- 
lité este, on formera l’équation à 


» , , . 42 , » f. 
(*) Mémoires de l’Académie des Sciences, année 1928, p. 53 
de l’Aistoire. 
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J'ai = Tes ,tx + (1 "ai ET >, 1 


Ÿz1,r indiquant le sort du joueur au coup suivant, 
Forsqu’il a amené l'évènement demandé, et Yz_a,r lors- 
qu'il ne l’a a pas amené. ‘! 

Pour l ‘intégration de cette ‘équation a aux différences 
partielles à trois Variables, je xenverrai au Mémoire 
de Lagrange, ou au 3° volume de mon Traité du 
Calcul différentiel et du Calcul intégral (in-4°), et je 
me bornerai à rapporter la valeur de y, qui s’en dé- 
duit, savoir, 


APP MTL CE 


Ne ppr ee habael td en 
A AE Te PCT nr PAIN Em) 1. 


Lorsque x ==p, t=r,1—e—=/f, ilen résulte 


G rom 


Fri=E { Le + Ar 1) eh — etc. } 
Nu 
pour la probabilité d'amener, dans un nofnbre p d’é- 
preuves, au moins .r fois l'évènement désigné. 
Par la formule du n° 22, en faisant p— g=r, et 
mettant e’ en-facteur commun, on trouverait | 


e {er +Ë er f + POT ) pr ja +. etc. Ÿa 


puis substituant. les men de 1 — f à celles de e 
qui sont entre les accolades, on retomberait sur-la 


formule précédente, que Moivre avait trouvée par 
induction (*). 


Le) 


(*) The Doctrine of Chances, p. 13 
3° édition. 21 
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Sur Le n° ®? page 92. 


Voici le développeme t A la solution que Laplace 
donne de la même que éstion dans sa T'héorie ana- 
lytique, des, Probabilités, page 191. En conser- 
vant les dénominations que j'ai employées dans le 
u° cité, il peut se présenter à un tirage l’un quel- 


“ 


conque des 


m(m—i1)...(m—i LE) 
RENE AE à re 


arrangemens des » numéros en nombre 7 : la liste de 
n tirages sera donc formée d’un nombre n de ces arran- 
gemens, pris sur un nombre total 


GRR Des ef ED", 


un CCE 


et comprendra én tout #7 numéros. Soit maintenant 

Zm,4 lenombre de- ces mêmes arrangemens dans les- 
quels il ne manque aucun des numéros 1, 2, 3;...g, 
Zm,4_ Je nombre des arrangémens ‘où d ne manqué 
aucun des numéros 1,2, 3,...9—1; ce dernier sur- 
passera évidemment le premier, puisque, outre les 
arrangemens qui comprennent les n°° 1, 2, 33... — 1, 
combinés avec le nombre g, il renferme aussi ceux où 
ce numéro manque, et qui ne sauraient faire partie de 
Zm,9: Mais les arrangemens où le n° 4 manque pouvant 
résulter d’une loterie composée seulement de m—1 
numéros, leur nombre est représenté Par Zmi1,9mi: ON 


aura donc l’équation 


Zm,9 Er Zm,g—1 T'as Zm—1,g21 — Ames ,g—) $ 
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la différence 4 étant prise par rapport, A m seu- 
lement. à 

Au lieu d'intégrer cette équation ; on peut s’en ser- 
vir pour dériver successivement de z,,, , les valeurs de 


25 DR 8, etc.; car elle donne 


Zm,a = Zmi — Zm,i = AZm_i,1) 

Zm,3 = 7m, — Zm1,9  —= AZmra DZ 1.9 
hs: — f\= ns NT 

Zm 4 — Zm,3 — Zm1,3 — dimer,3 A Zm3çe 9 


0. 00 0 0000 0 0 0 0 0e ce et 0 


| d'où l’on conclut aisément 
# 
& Re A9— 


à 1, 
DORE #41 x" 


Or, Zm,fs OÙ le nombre des arrangemens dans lesquels 
ne manque point le nombre 1, étant égal au nombre 

total des arrangemens que rat la loterie propo- 
sée , diminué du nombre total de ceux qui résulteraient 
d’une loterie composée seulement des 72 — 1 numéros 


autres que 1, séra, d’après ce qu’on,a dit au commen- 
cement de cet article, 


1310 591 LÉ st deg Ÿ da 
sn AAA ftei-) (n—2)...(m—i)}" 
D RON. Pr 


Dee ES COS 


4 


changeant donc m en m — q Le 1 dans cette expression, 


pour la substituer dans celle de Zn trouvée plus 

haut, on aura Sr 
«1 

d A3. A8 Lg) q— à) (mi g + 1, e 

PMU EI LEP E APN 

en n’oubliant pas que la différence indiquée ne se 


rapporte qu’à m. À 


21., 
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On peut poser, pour abréger, m—g=—s, te qui 
donnera 


A1. Cr! PAR Er AR 
(TRES... 2)" 


Zm,q — x 


différencier par rapport à s, et faire ensuite s—0, si 
l’on veut prendre g9=m, afin d’avoir le nombre 
d’arrangemens" où de listes d’après lesquels tous les 
numéros sont sortis: alors la probabilité demandée 
sera exprimée par 


m(m — 1). RCE D) ja + 


TNT En 
{m(m—i)...(m—i+1)}" 


Sur le n° 60, page 103. 


Ce problème de la durée des parties jouées en rabat- 
tant peut, dans son état le plus général, s’énoncer 
ainsi : deux joueurs. ayant chacun un certain nombre 
de jetons, jouent ensemble à cette condition que celui 
qui perdra une partie donnera un jeton à l'autre ; on 
demande combien il y a à parier que le jeu, qui peut 
durer à l'infini, sera fini en un certain nombre de 
parties au plus, en sorte que l'un des deux joueurs 
aura gagné tous les jetons de l'autre (p. 269 du Mé- 
motre de Lagrange) ? Voici comment il se met en équa- 
tion. Si l’on désigne par x le nombre de coups qui 
restent à jouer, par £ le nombre de jetons que possède 
alors l’un des joueurs, on aura, d’après le principe 
rappelé sur la page 320, y, + étant le sort de ce joueur, 
et e la probabilité de gagner la partie, 


Pie 
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Jai Dan,t+i + (1 Ex AE PEN t—1 9 


la mème équation que celle du problème VI de  La- 
grange ( p. 261 de son Mémoire), où il ne considère 
qu’ un seul joueur pariant amener un évènement dé- 
signé , à fois de plus que l’évènement contraire, ou 
c fois de moins. Suivant l'énoncé rapporté plus haut, 
b représente le nombre des jetons du second joueur, 
c celui des jetons du premier ; et le jeu finit lorsque 
æ étant égal à zéro, t—c +0, ce qui fait gagner 
le second. | ” 

Si les deux joueurs avaient chacun le même nombre 
de jetons, et que e fût égal à :, le préblème devien- 
drait alors le mème que celui an j'ai indiqué Les 
cas les plus simples, à l’article cité. 
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VAN SAR AS AS AR AV AL VAR SARA ANA RAA A AAA AL LA RAR LAVAAAAY Ai 


NOTE III. 
Sur ile n° 6; page 129. 


En désignant par dx l’accroissement du capital, on 
1p fd> 3 
a sur-le-champ —— pour la mesure de l’importance 
œ 


de cet accroissement; en intégrant, il vientlx+const., 
et si l’on détermine la constante pour que ce résultat 
s’évanouisse lorsque x — a, on obtiendra 

! 


| ca es 
R(Ix — la) = A1. 


Sur Le n° 88, page 158: 


1°. Si l’on représente par dx les parties dans les— 
quelles on conçoit que l’unité est divisée, la somme 
que l’on cherche sera exprimée par 


fr"dx(r — x)". 
L'intégration par parties appliquée au facteur x"dr, 
donne d’abord 
"(x — ne | 
—— fr"tidr(i1— x)", 
+ Jet (1 — 2) 


en répétant cette opération un nombre n de fois, on 
fait disparaître le facteur 1 — x, et l’on obtient la for- 
mule de la page 155. 
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La formule désignée par. 


m,n) nn) 
Sr SD + 


dans le texte, équivaut à l'intégrale 
fx"dx(i — x)", 


prise depuis x — a jusqu’à x —; et la probabilité 
d’obtenir, sur un nombre p d’épreuves nouvelles, p—g 
évènemens À et g évènemens B (91), sera 


pp—1)...(p—g+1) fear (r 2 æ)"+9 
LA Tee frx"dx(i — x)" 402 


les intégrales étant prises depuis x—o jusqu’à x — 1. 


2°. La considération des valeurs moyennes (93) con- 
duit très simplement aux intégrales; car dx étant l’ac- 
croissement dés valeurs de x, le nombre de ces valeurs 


à h> 1 
comprises dans l’unité, sera ae la valeur moyenne 
résultante de toutes celles que prend dans cet inter- 
valle , la fonction x"(1— x)", sera épale à la somme 
des valeurs successives de cette fonction, divisée par 
1 ut: 

—, c'est-à-dire à 


dx 


TR Pare 4 = fx" dx(is x)". 


I 
dæ 


Sur ce pied, la probabilité d’un nouvel évènement 4, 


et celle d’un nouvel évènement P, deviennent 


fx"+'dæ (1 x)" : fx"dx (1 = x)tri 
fa" dr(r Z'xÿt | fr"de(t 2 MS: D 


NE 
LH 7* 


Re 


ve 
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& 
et l’on voit que leur somme est égale à l'unité, puisque 
toutes ces intégrales sont prises entre les mêmes li- 
Mites, To et TI 
Nous ferons observer ici en passant, qu’en général 


frdx 


D 


l'intégrale étant prise depuis x — a jusqu’à x —Ÿ, ex- 
prime la valeur moyenne entre toutes celles que l’or- 
donnée y d’une courbe peut recevoir depuis l’abscisse a 
jusqu’à l’abscisse à. 


Sur-le n° 96, page 170. 


Suivant la notation précédente, les termes dont la 
formation est seulement indiquée à l’endroit cité, au- 
ront pour expression générale 


CP 1) UP #2) he UP EE 
15 58e 241% ee 
far "tr-i+zdx(r — x)"+4 
famdx(i— x)": ? 
si l’on fait, pour abréger, eus — p, les intégrales 
se rapportant à æ seul, ét devant être prises entre 
les limites r= 0 et x — 1. Il reste ensuite à’ faire la 
somme des diverses valeurs que donnerait cette ex- 
pression, lorsqu'on assignerait successivement à z, tant 
positivement, que négativement ,, tous les nombres 
entiers compris entre o et 500 000. 
Pour obtenir cette somme, Laplace développe 
d’abord, par ses formules approximatives , le coefli- 


# 
D 2. 
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cient du binome et les intégrales indiquées, ce qui peut 
aussi s’éffectuer par la formule de Stirling (voyez ci- 


dessus, p. 305 et 314); et comme le résultat auquel il 


| pro kg2 
parvient renferme une exponentielle de la forme e : 


qui décroît rapidement dès que les valeurs de z devien- 
nent un peu considérables, au lieu de chercher la pro- 
babilité qui s'étend de z2—— 500 000 jusqu’à. .... 
z = + 500 000, il passe à la probabilité contraire qui 
se compose des termes où z surpasse 500 000. De plus, 


ï — kz2 
la petitesse des valeurs correspondantes de e , lui 


permet de prendre pour dernière limite l'infini; et à 
: — kz2 | | 
cause que la fonction € demeure la même, quel 


que soit le signe z, la somme cherchée est le double 
de celle qui s'étend de z2= 500 000 à z = infini. 

Les accroissemens de z, égaux à l’unité, pouvant alors 
être regardés comme infinimentpetits, par rapport à la 
distance des limites de cette variable, Laplace substitue 
à la somme cherchée, l’intégrale aux différentielles qui 
est la limite de cette somme, et qui n’en diffère que 1rès 
peudans le cas actuel, ainsi qu’on peut le voir, en consi- 
dérant que plus un polygone inscrit ou circonserit à une 
courbe a de côtés dans un espace donné, plus son aire 
approche de la portion correspondante de cette courbe. 
La question est donc ainsi ramenée à obtenir, entre les 


kz?2 


. . LA Æ 2 
limites indiquées plus haut, l'intégrale Je dz, sur 


laquelle je reviendrai Bus loin. 


Sur le n° 99, page 175. 


Suivant la notation du calcul intégral, la proba- 
bilité indiquée dans cet article a pour expression la va- 
leur de intégrale fx"dx(1— x)", prise entre les limites 


«+ 
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æ—=a, x—b, divisée par sa valeur prise entre les 
limites x—0 et x=1; cette dernière ayant déjà été 
trouvée ci-dessus (p. 314), je vais chercher la première, 
pour laquelle 


m m 
A=—— —c, b=——+c, 
mæ+in m+n 
et faire en conséquence 
m n 
— + 3, d'où Ir — 2; 
me mn n DRM n 


ce qui donnera 


fx"dx(r me +2) (£ —:) à 


si, pour abréger, on pose mæn=r; et les limites 
de z seront —6c et +. 

On peut d’abord penser à développer cette trans- 
formée, suivant les puissances de z, en l'écrivant 


ainsi : 
m"n" 
. Te ne NT 


mais en la convertissant en exponentielle, on parvient 
à un résultat plus simple. Pour cela , on observe que 


n (+2 
rz\" 3 =) 
— Cm" d « 
(+2 Ù 
l 


et développant Le logarithme indiqué, on trouve 


r2z? r32z3 
— eLC. 


a, VZ «— TT 
(: + Y — e 2e P 27117 ° 
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de même 


n ra — D 010 
(GT #- DST 


Cela posé, si l’on néglige le terme affecté de z° et les 
suivans, ce dont nous verrons bientôt la possibilité, 
quand m et n sont de grands nombres, l'intégrale cher- 
chée sera réduite à 


r222 1@ +) r322 
[4 mi gÉ: ni = pra : 


faisant alors Us 
az" UOTE f'anin 
=, COURS + D 
2mn | | LP ! 


elle se change en St 


Vues ra 4 


et les limites de z étant —c et + c, celles de £ seront 


V r° ) w r3 
= — CC L—= CG E 
omn 4 _omn 


rs 
Mais, à cause que la fonction e demeure la même, 


quel que soit le signe de, il suffira de prendre l’in- 
tégrale précédente, depuis t — 0, jusqu’à........ 


FA _— CG 


Par ce moyen on aura 


m''n" omn pd? 
fx"dx(1 ns pndn a4/° 3 fe de F 


à id 


re 


, et de doubler la valeur obtenue ainsi. 
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et divisant ce résültat par 


mn" = 
(m + À Lo mn 
valeur approchée de l'intégrale fx"”dx(1 — x)", prise 
entre les limites x—=o et x —:1 (p. 315), on aura 
pour la probabilité cherchée, 


2 a” 
se eds. 
F 

— 19 
C’est donc de la valeur de fe dé, entre les limites 
indiquées ci-dessus, que dépend en dernier résultat l’ap- 
proximation demandée ; or cette Intégrale prise depuis 
t—0o jusqu’à t infini, est seulement :V/x (*), et elle 
en approche beaucoup, dès que { devient un peu consi- 


dérable, parce que la fonction e décroît alors avec 
une rapidité de plus en plus grande. Il suit de là que 
la valeur de la probabilité cherchée, tend continuel- 
lement vers l’unité, et qu’elle en approche d’autant 
plus, que la limite ù 


—_—— 


r> 
(James 
2mit 


est plus considérable. Mais pour qu’il en soit ainsi, 


r 


AT 
il faut que c surpasse beaucoup --=, car / 
Vr 2mn 


‘ r° SONT : 
étant V’r. / “ln quantité , dans son mi- 
2mn 


2mn’. 
nimutm qui répond à m—n, se réduit à 2. 


(*) Voyez à la fin du Traité élémentaire de Calcul différentiel 
et de Calcul intégral, 4e édition. 
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D'un autre côté, pour qu'il soit permis de né- 


4 192 . 4 
gliger le terme —— dans la série exponentielle du 


3m? 
dévél d EN ep! 387) 1 faut qu? 
éveloppement de (: + =) (p- 331), il faut qu’en 


y faisant z=0c, ce terme demeure fort petit. Or, en 
re : 
mettant à part le facteur 3 qui ne peut pas tom— 
ber au-dessous de +, il reste le facteur rz° qui, de- 
venant re° à la limite de l’intégrale, et se changeant 
3 
1—— _ I 
enr S, lorsqu'on fait c——-, prendra un expo- 


$ 

Vr 
sant négatif, si ; > 1. Joignant cette condition avec 
la précédente , on en conclura que pour obtenir l’ap- 


: - À + LA I 
proximation supposée, © doit être entre —— et 
r 


1 : | 

-— ; que par conséquent plus r sera considérable, 
Vr 
toutes choses d’ailleurs égales, plus on pourra prendre 
c petit, et que moins on réduira la valeur de c, 
plus la limite de £ deviendra grande, plus alors la 
probabilité cherchée approchera de l'unité. 


2°. L’usage fréquent que l’on peut faire de l’inté- 
we É2 


grale fe dt, qui se présente souvent dans cette re- 
cherche, comme dans beaucoup d’autres, est une 
raison pour entrer ici dans quelques détails à son 
sujet. 

D'abord la valeur de cette intégrale étant la même 
pour les 4 négatifs que pour les £ positifs, on peut, 
aux limites {—— infini et {—0, substituer 4— o et 
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t— infini, qui se succèdent dans le même ordre, par 
rapport à l’accroissement de la variable £. 


12 


En substituantäe son développement suivant les 
puissances ascendantes de £, et en intégrant, on forme 


Lips 
une série qui donne la valeur de fe : dé, lorsque la li- 
mite de # n’est pas un grand nombre; mais dans le 
cas contraire, il faut chercher une série descendante 
qui s’obtient en faisant attention que 


M Lt 


ep? ee e L di #2 
Je d— fire FO  eE — ep 


21 2) t° 4 


et en continuant cette intégration par parties sur le 
— [7 

facteur e  , après avoir multiplié et divisé par #. On 

trouve de cette manière le développement 

} ? ; 
TS 
— 1? e { Li 3 3.5 

— I —— 


ot MP RUNES 7 HIL 234 


+ ete. }, 


qui, s’évanouissant lorsquel#est infini, donne depuis 


f 


= T' jusqu'à tinfnu, à 


I I 3 AS A 
Ears SE EÉLUPTT EME LUI ete. ?. 


Retranchant ce résultat de 1ÿ/7, on aura la valeur de 


12 / 
fe F dé depuis 4— o jusqu'à 1— 77. 

La série ci-dessus cesse d’être convergente , mais 
d'autant plus tard que 7’est plus grand; et comme 
ses termes sont alternativement positifs et négatifs , elle 
donne jusque là des limites très resserrées de la va- 
leur que l’on cherche. 
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3°. Dans la transformation précéd. de /x"dx(1 — x)" 
,—t À 

en fe dt, nous n’avons employé que les premiers 

termes de la série exponentielle en z (p. 330) ; il est 

cependant-possible d’avoir égard aux autres, en fai- 


sant d’abord égal à —#, l’exposant de e dans le produit 
ER | rz\" FANS 
des déveioppemens de ( +. 2) et de C — =) , ce 
n 


qui donne 
. 


Eh = + + (nn) ete = — r, 


à 
ou bien, 
12 râz(m—n) , r°z{(m° LUE n°) 
SE héeren ef ofe PRE M BEC RIT, 
2mn 3m°n 4m'n 


en changeant les signes, réduisant et observant que 
—m'=—r(m—n), n+m=r(m—mn4n), etc. 


On déduira d’abord de cette équation les limites de & t 
au moyen de celles de z; puis on y fera 


Ar à à Be + CÊ +etc., 


pour obtenir dz, et les coefficiens 4, B, C, etc., se 
détermineront à l’ordinaire en établissant l’identité des 
deux membres : on aura ensuite 


fz"dx(i— x)" — Pres fs ( 1+ a). (2) 
mn" 


= Je a A4 +2Bt+3CP + ete.}: 


Lorsque la variable 4 doit être comprise entre des 
limitespositive et négative de même grandeur, on sim- 


“ 


a dd 
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plifie le calcul , en séparant l’intégrale en deux parties, 
l’une embrassant les valeurs positives de £, et l’autre les 
valeurs négatives ; car ayant d’une part 


ts 
Je d{ A+2Bt+3C" + etc.}, 


de l’autre 


— {7 
— fe dfA—2Bi+3Cr—etc. }, 
et retranchant le second résultat du premier, on obtient 


Ur Le 


femda(i a) =. 2fe au A+3C: + etc. }. 


Dans le cas particulier que nous examinons, les 
limites de t ne pourraient être supposées de même gran- 
deur, qu'autant qu’on négligerait les puissances de z 
supérieures à la seconde; mais s’il s'agissait d'obtenir 
l'intégrale fx"dx(1 —x)", entre les limites x —o 
et x—1, cela reviendrait à supposer nuls alternative- 
ment les facteurs 


rz PP (lé mir 
A AR rm: la fonction e  , 


et paï conséquent assigner à £ pour limites l'infini po- 
sitif et l'infini négatif, Dans ce cas on a, depuis t— o 


— 12 
jusqu’à tinfim, fe dt —!V7 (p. 332); on en con- 
clut aisément, au moyen de l'intégration par parties, 


14 EAU Te 1 4 Te 1 I ,— 
e (PAU 0 - Je d=>.> F7 
if ë a ne 
—4? Lui 3: —4 de 
e di=—"e PL -fe Cd —.—V 7 7, etc., 
J à "Re US ) 
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1 
d’où gà 
| mn" 34 
Jade (ir) = #< slA+ CR DE +ete.} : 
et si l’on fait le calcul indiqué page 335 pour obtenir 
les cocfliciens du développement de z en t, on trouvera 
D TRE | 
2mn L 
A Ze ptit à 3 “ 
2n—m 
B'= —- — 
D'LA E 
M —1Imn + 
C — PES À, 
18rmn 
etc. 


En se bornant au premier terme, on a précisément 
la valeur approchée de fx"dx(1— x)" déduite de la 
formule de Stirling, p. 315. 

Pour ce qui précède, j'ai suivi en grande partie la 
marche tracée par Laplace dans le premier Mémoire 
qu'il a publié sur Je Calcul des Probabilités, Savans 
étrangers, t. VI, p. 626, et par Legendre, dans la 
troisième partie de ses Æxercices de Calcul intégral, 


ps 34409. 


(*) Ceux qui voudront suivre dans ses progrès, la théorie des 
approximations pour les formules de grands nombres, devront 
consulter d’abord le Tractatus de summatione et interpola- 
tione serierum ; de Suürling, p. 135; les Miscellanea analy- 
tica de seriebus et quadräturis, de Moivre, p. 4 du Supplément; 
et passer au Calcul différentiel d'Euler, 2e part., chap. VI, 
puis aux Mémoires de l’Académie des Sciences pour les années 
1778, p.227; 1992, p.i, et 1983, p. 423; àla Théorie ana- 
dytique des Probabilités, livre Ier, 2€ partie; et enfin au Mé- 
moire inséré par M. Poisson, dans le t. IX de l Académie des 
Sciences, p. 239. 


3° édition. 22 


Fig, t 
et 2e 
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Sur le n° 111, page 199. 

Les figures 1 et 2, indiquées à l’endroit cité, n’ont 
pas grand besoin d’explication ; il suflira de dire qu’on 
s’est proposé, dans la figure 1°, de donner une idée des 
différences les plus grandes que présentent les tables 
de mortalité. Pour cela, on a construit les courbes ré- 
sultantes des tables dressées par Süssmilch, pour 
Vienne, en Autriche; par Muret, pour les campagnes 
de la Suisse ; et de la table de l’Ænnuatïre du Bureau des 
Longitudes, dressée par M. Duvillard, et qui doit 
offrir les nombres moyeps pris sur toute la France. 


Si ces courbes paraissent se terminer à l’âge de 100 ans, 


ce n’est pas que les tables dont on s’est servi ne 
continssent quelques centenaires; mais leur nombre, 
comparé à celui des naissances, s’est trouvé trop petit 
pour donner une grandeur linéaire sensible sur Ja 
figure. | 

La ligne droite, qui va de l'extrémité des naissances 
jusqu’au dernier terme de la vie, a été tirée pour mon- 
trer combien, dans les premiers et dans les derniers 
âges , le décroissement du nombre des vivans s’éloigne 
de l’uniformité. On voit ensuite dans quelle partiechaque 
courbe devient à peu près droite, et par là dans quels 
âges on pourrait prendre pour représenter la loi de mor- 
talité, une progression par différence , ce qui peut être 
quelquefois utile (112, 127). 

La ligne menée, par le milieu des naissances, paral- 
lèlement à la base de la figure, rencontre les courbes 
au point où ilne reste plus en vie que la moitié des in- 
dividus, et montre une bien grande différence pour la 
force réelle de la population (115), entre les trois lieux 
pris pour exemples. 


Le 
LA À 
: 
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s 
Sur le n° 118, page 213. 
* 

Lorsque la loi de mortalité est exprimée par une for- 
mule analytique, on en déduit toutes les conséquences, 
au moyen du calcul différentiel et du calcul intégral ; 
mais on peut aussi opérer immédiatement sur la courbe 
qui représente cette formule ; et c’est ce que je vais faire 
d’abord, parce que ce procédé , plus simple et parlant 
aux yeux, mène très directement aux expressions ana- 
lytiques. | 


°, La vie probable, vu plus généralement l’âge au- 
; : À sera réduit, dans un rapport donné , le nombre 
des individus ayant actuellement un âge donné, se dé- 
termiñe en-élevant sur l’âge donné 4P, fig. 3, l’ordon- Fig. 3. 
née PM, et prenant une partie PR, égale au nombre 
des individus qui doivent rester à l’âge cherché. Tirant, 
parallèlement à l’axe 4B, la droite AN, elle renéon= 
trera la courbe au point N, dont l’abscisse 4Q expni- # #14 À 
mera l’âge cherché. JUL" 4 
Dans le cas de la vie probable, PR—:PM. F 


2°. Passons à la recherche de la vie moyenne. Si Von 
prend d’abord sur l’axe des abscisses AB, fig. 4, en Kig. 4. 
commençant au point P correspondant à l’âge duquel 
on veutpartir, des divisionségales PP", P°P",P"P",etc., 
qu’on élève les ordonnées correspondantes , et qu’on 
mène, parallèlement à 4B, les droites H'R, MR, ete., 
les parties AR, RR’, R'R", etc., de l’ordonnée PM, 
marqueront le nombre des morts qui auront liéu dans 
chaque intervalle égal à PP"; ainsi PP" sera la duréé* 
de la vie du nombre des individus représenté par MR s 
PP" celle du nombre représenté par RR’, PP" celle à 
du nombre représenté par ÆÀ°R”, et ainsi de suite. La 

a. 


à 


Fig. 5. 
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durée de la vie moyenne sera donc exprimée par 


MRX PP'HRR KPP'4+HR R'XPP" + etc. 
+ à LRO PRET: tal 


(1190 


c’est-à-dire par la somme des rectangles MM, RM”, 
R'M", etc., divisée par l’ordonnée PM. Mais il est 
visible que la somme de ces rectangles, formant le 
polygone PHOQ"Q"....B, diffère d'autant moins 
de PMM'M"...B, ou de la courbe de mortalité, que 
les intervalles PP", P'P", etc., sont plus petits. 
En supposant donc la loi de continuité dans les dé= 
cès, et passant en conséquence à la limite, il faudra. 
substituer la courbe au polygone, ce qui donnera #1 


PMM'M"... B +. 
SE ARTE 4 


pour la durée de la vie moyenne, à partir dé l’âge 4P. 

Il suit de là, que si l'on construit sur l’ordonnée 
PM, fig. 5, un rectangle PMTS équivalent à l’aire 
curviligne PMB, la base PS indiquera le nombre 
cherché. 

L’aire du segment de la courbe CB étant repré- 
sentée en général par {ydx;, on a pour la durée de la 
vie moyenne l'expression analytique 


frdx 
Try 
Si l’on y met pour y la valeur proposée par Lam- 


bert (112), les intégrations à effectuer n’auront au- 
cune dificulté. 


3°. Ce qui précède fait bien voir comment la’ vie 
probable diffère de la vie moyenne : celle-ci n’est égale 
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à la première que quand la ligne de mortalité PMB 
devient droite, parce qu’alorsau point O,où OJ=;PM, 
les triangles BOI et MLI sont égaux ; ainsi le rec 
tangle MLOP est équivalent au triangle PMB. Je 
rapporterai ici, d’après M. Duvillard (*), la démons- 
tration générale que Lambert a donnée de cette diffé- 
rence. 

La ligne BP — x’ étant prise pour l’abscisse du point 
M, si l’on conçoit l’équation de la courbe CMB déve- 
loppée dans la forme 


x = ay" + by" HE etc., 


on aura 


PEL may"+ nby"+ 
HT m+i n+ tr 


+ etc. 


Cette intégrale étant nulle lorsque y—=0, n’à pas besoin 
de constante, et l’on en conclut pour la vie moyenne 


DTA NN mar tante" 
LE re le FRS ILES oi 


mais ON étant LPM= #}7y, il s'ensuit 


BQ— ati 7)"+ (17) + ete, 
PQ=PB—BQ=—ay"| 1— a) (— m)+etc 
Lie , ET } 27 217 


Cela posé, pour qu’on aitPO— PS, quel que soit y, 
il faut que 


etc., 


{(*) Recherches sur Les Emprunts, p. BY. 
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d’ou il suit, 


QU Lemon 4 HE mu Etc. 
Mais chacune de ces équations ne donnant de valeurs 
réelles QUE M0 mr, n —0, R—1,1en.EmMn 
ployant l’une et l’autre de ces valeurs, on ne trou- 
vera que x° = a + by, équation de la ligne droite. 


4°, La manière dontla population se composesuivant 
les âges, ou la oi de la population, résulte aussi des 
constructions et des formules indiquées ci-dessus; car 
la somme de tous les nombres de la table, depuis un 
âge donné Æ4P jusqu’à la fin, est représentée par 
l'aire curviligne PMB, exprimée en nombres. 

En effet, le nombre des naissances annuelles étant 
exprimé par V, si on les suppose également distri- 
buées sur chaque instant de l’année, on aura 


; 
à = Ndr, 


dx 
pour celles qui répondent à l'instant dx ; dans les sui-- 


vans, le nombre des vivans étant réduit à y”, y", etc., 
on aura 


Ndx.y’ ‘dx.y" 
Re CS TEA = yde telc Tr) e 


et par conséquent 
Ndx + y'dx 4 y'dx + etc. — fydx. 


Il suit de là, que l’ordonnée qui divise en deux par- 
ties égales l’aire ACB, indique l’âge au-dessous et au 
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dessus duquel sont comprises les deux moitiés de la po- 
pulation. 

En appliquant cette remarque à la figure 1, on verra 
l’immense avantage que la population des campagnes 
de la Suisse a sur les deux autres, par rapport à cette 
circonstance. 


5°. On peut demander encore quel est l'âge moyen 
de la population, c’est-à-dire celui qui s'obtient en di- 
visant la somme des âges de tous les individus par le 
nombre de ces individus. Suivant cette définition, xy 


À 


étant la somme des âges de y individus de l’âge x, 


il viendra, pour les âges x‘, x”, x", etc. l'ex 


pression 


BP LT LENS UN 2 
TV +LTY +ry + etc. 
V0 


S +g" +7" + etc. 


Multipliant les deux termes par dx, et passant aux 
intégrales, le nombre cherché sera exprimé par la 
formule 


les intégrales ayant pour limites celles des âges que 
l’on embrasse. 

On voit qu’il est égal à l’abscisse du centre de gra- 
vité du segment de courbe correspondant à ces âges. 

La différence entre l’âge moyen et la durée de la vie 
moyenne est facile à saisir lorsque la liynede mortalité 
est droite; car alors le centre de gravité est au tiers de 
AB, fig. 5, à partir du point 4, et la vie probable 
répond à la moitié. 


6°. Le rapport de l'ordonnée d’une courbe PA, fig. 6; 


Eig 1. 


Fig. 


[SL] 


Fig. G 
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\ Lei tt 
à la soutangente PT, ou le coeflicient différentiel re \ 
“A 


exprimant la limite du rapport des changemens de l’or- 
donnée à ceux de l’abscisse, indique la tendance plus 
ou moins grande de cette courbe, dans chacun de ses 
points, à se rapprocher de l’axe des abscisses, et peut 
servir à mesurer, dans la courbe de mortalité, la ten- 
dance à mourir relative à chaque âge ; le rapport in- 
verse, celui de P7'à PM ou dr mesurant l’effet con- 


traire, pourra être appelé la vitalité de chaque âge. 
Sur le n° 127, page 228. 


1°. Si l’on conçoit que la rente s se paie par por- 
tions égales à sdx, x désignant Le temps écoulé depuis 
l’origine du placement, qu’on représente par z la pro- 
babilité que l'individu qui l’a fait existera au bout du 
temps x, enfin que, pour abréger, on fasse 1 += g, 
la somme sdx, rapportée à l’origine de ce temps, et 
multipliée par la probabilité de la payer, deviendra 

szdx $ zdx 

d'où es): 


: 


Z ? 


et l'intégrale devra être prise depuis x—0, jusqu’à 
l’âge le plus avancé de la table de mortalité. 

Ce qui précède suppose qu’on ait l’expression ana 
lytique de la Loi de mortalité, ou l’équation de la courbe 
qui représente cette Loi (112). Soit y —f(x) cette 
équation, y étant le nombre de vivans à l’âge x 
compté depuis la naissance ; pour transporter l’ori- 
gine des x à l’âge a, il suflira d'écrire a + x, au 
lieu de +, ce qui donnera = f (a <+- x); or, le nombre 


#* 
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des vivans de l’âge a étant f(a) , on aura 


__f(a+x) CMS dæf (a + x) 


On peut laisser partir la variable x de la naissance, 
en écrivant seulement g®4, au lieu de g°, et la for- 
mule ci-dessus devient 


dxf (x) 
Ta S=mf ee ASE | ! 


l'intégrale étant prise depuis x —a, jusqu’à la fin de 
la table de mortalité. 


2°, Si la rente ne devait commencer à courir qu’un 
nombre 7. d’années après l’époque du placement, a 
étant l’âge auquel il s’est fait, la valeur du capital 


serait encore 
= (x) 
TT f(a) Z—a ? 


mais l’intégrale ne devrait commencer qu’à x —a<+n, 
parce qu'il faut en retrancher toute la partie qui pré- 
cède le premier paiement de la rente. 

L'application de ces expressions, soit à la formule de 
Lambert, soit à l'hypothèse de Moivre, rapportées dans 
le n° 112, est trop facile pour s’y arrêter: je me bor- 
nerai donc à faire observer que l'introduction de la loi 
de continuité, distribuant les décès et les paiemens sur 


. tousles instans de l’âge, convient mieux que toute autre 


hypothèse, au cas où le banquier s’engage à payer aux 
héritiers , la portion de rente échue depuis le décès du 
rentier; mais elle change un peu le produit de lintérèt 
de l’argent, parce que, dans la pratique, on n’obtient 


je 
x 


7 


ds 
er ju 


28e 
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pas, pour de petits intervalles de temps, l’intérêt com- 
posé, mais l'intérêt simple. 

3°. En substituant les différences aux différentielles, 
on mettra tel intervalle qu’ on voudra entre les paie- 
mens ; car alors on pourra calculer ia somme de la 
suite des valeurs de l'expression 

| . _sf(x) 
y f(a)g®7*” 

à partir de æ—a, en faisant croître x de la diffé- 
rence À assignée pour l'intervalle de deux paiemens. 
Gette somme dépend, comme on sait, de l’intégrale 

1, Ê(X) sf(x) 
f(a) SRI ; 


et l’on obtiendrait son AE par la série 

sommatoire d’Euler, citée page 313, en y faisant. . :2 
É 

HE rs C’est à peu près ainsi que. Laplace 

traite ce sujet dans la 7'’héorie analytique des Proba- 

bilités, p. 426. 

On pourrait aussi résoudre, par des constructions géo- 
metr iques, les questions relatives aux rentes, en combi- 
nant avec la courbe de mortalité, la logar ithmique, au 
moyen de laquelle on nes la marche de l’intérèt 
de l’argent : c’est ce qu’a fait M. Duvillard, dans ses. 
Recherches sur les Emprunts. 


Sur le n° 154, page 256. 


La formule de cet article revient à 


frPdx(r — x) , 
frrdx(i — x) + fridx(i — x} ? 


= ” , . . !, LA] 
les intégrales étant prises depuis x a jusqu'à x =: 


" à 
C4 
eux , LA a Ÿ 
< LEE. À . 1 
k 7 ER uurée, 547 Da 

Quanda—} et b=41, guinautighanger fxtdx(i — x) a" 

en fxPdæ(1—x), pourvu qu'on prenne cette der- 
nière depuis x—0 }j —}; car si l’on fait 2 | *$ 
zx—1—2, il vient FER we « er F 

à do W. \ de Le La 1 


fadr(r 2 =— fcda( —2)) 
NE »: PARNARR 

entre les limites 2=;, 2—0; et par 
fzPdz(1 — 2) ou fxPdx(i — x}, lorsqu'on e 
limites, c’est-à-dire qu’on intèg re. dep 
jusqu'à x —#. TAPANT RE CAS SAP 1 

Dans ce cas, le dénominateur de la pr 
diquée ci-dessus, devenant ia somme des val 
la même intégrale fx’dx(1—x}, prise d 
depuis x—!1 jusqu’à x=—1, et ensuite depuis #= 
jusqu’à x— }, est la même chose que l’intégra 


A 
L'ur 


2 9 


tière , depuis x—o jusqu'à x —1 : la probabil 
dont il s’agit revient donc à AUS 


"4 


faPdx(i — x) 
JePdx(i — x) 


(? 


l'intégrale du numérateur étant prise depuis x =; 
- « ? L] 


jus nl et celle du dénominateur, depuis x —o 
jusqu . C’est précisément l’expression que donne 
Laplas e 33 du Supplément qu'il vient d'ajouter 


A L r 27 0 144 . 7°,» 

à sa 77 éorie analytique des Probabilités (en 1517), et 
qui n’avait pas encore paru lors de la première impres- 
sion de l’article auquel se rapporte ce qui précède. 


o 44 - : 
Sur le n° 162, page 202. 


1°. Pour introduire la continuité dans les erreurs, 
il faut les représenter par une variable 4, ne recevant 
que des accroissemens infiniment petits. Observant en 
suite que le nombre des erreurs possibles étant infini 
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dans cette supposition, la probabilité de chacune de 
ces erreurs doit être infiniment petite , on pourra l’ex- 
primer par ydt, y désignant une fonction donnée de t. 
Cela posé, le polynome indiqué dans le n° 161, sera 
remplacé par la somme des valeurs consécutives que 
prend la fonction yx'dt, lorsqu'on donne à x toutès 
lès valeurs comprises depuis 4—— a jusqu’à 4—b, 
si telles sont les limites assignées aux plus grandes er- 
reurs possibles, négativement et positivement , ce qui 
revient à l’intégrale fyx'dt, prise entre les mêmes li- 
mites, par rapport à la variable 4, la quantité x étant 
d’ailleurs constante et indéterminée. \ 

Si n désigne toujours le nombre des observations, il 
faudra considérer le développement de la fonction 
(frx'dt)", ordonné suivant les puissances de x, et le 
terme affecté de x*, donnera la probabilité que z sera 
l'erreur de la somme des observations. 

Si l’on ne veut assigner à cette erreur que des limites , 
ret s, considérant ici la valeur de z comme passant par 
tous les degrés de grandeur compris entre ces limites, 
il faudra multiplier par dz la probabilité trouvée, et 
intégrer entre les limites z=7r, z —s. 

C’est ainsi que Lagrange a traité cette question dans 
le Mémoire cité page 289; ses dénominations sont a 
au lieu de x, x au lieu de {, ce qui donne la formule 
fra*dx (p. 225 du Mém. cité), du développement de 


laquelle il s'était précédemment occupé. 


2°. En reprenant ce sujet, dans la T'héorie analy- 
ique des Probabilités, Laplace a donné aux mêmes 
calculs une forme très élégante. D’abord il a substitué 
SA æV—1 
à la quantité x du n° 160 l’exponentielle e ; 
qui change une puissance quelconque x" en 


euæ Ÿ —1 


ce 


= cos Ma + V/—1sinmz, 
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et donne pour Le cas où les erreurs, supposées également 
probables, sont les nombres entiers compris entre —n 
et +", j 

COS(— 77)... .+cos( ==) +- cos 0+Cosx....-+Cos77 
+ —ifsin(—nr)...+4sin(—7)+#sin o+sinz...—+sinnz | 
= 14 2C0s7+-2C0$2@...—+ 200877 ; 


alors le nombre des observations étant désigné par s, le 
terme indépendant de cos z dans le développement de 


(1 +2cos x + 2005 27...4+ 2c0s 77)", 


et divisé par 22 + 1, exprimera la probabilité que la 
somme des observations est exacte. 

Ayant construit des formules pour obtenir par ap- 
proximation les intégrales des fonctions de grands 
nombres , Laplace transforme en une intégrale le terme 
cherché, et voici comment. Si l’on effectuait le déve- 
loppement de la puissance indiquée, le résultat pour- 
rait être mis sous la forme 


A + À’ cosæ + 4"co0s 27 - etc. ; 
en le multipliant par dz et l’intégrant, on aurait 
Az + A' sin + :4"sin 27 - etc. ; 
et prenant l'intégrale entre les limites o et x (ce x 
désignant la demi-circonférence), tous les termes s’é- 


vanouiraient à l’exception du premier qui donnerait 
Az : on a donc, entre les limites indiquées , 


A == fe (1 + 2 C0$7...+ 2 cos 77)". 
F 


Dans le Mémoire que j'ai cité, de M. Plana , il pose 
(1H 2cosz +...—Locosnz) —(onti)fe ©, - 
et détermine ensuite la valeur de dZ, ce qui fait dé- 


pendre de l'intégrale fe "di, la recherche de À. 
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C’est aussi à la recherche d’un terme indépendant 
de 7 qu'on ramène celle de la probabilité que la 
somme des erreurs des observations sera égale à une 
quautité donnée m, probabilité qui est le coefficient 
de x" dans le développement de l'expression 


; (TT. HAT 1 ap ar)", 
Pour cela, 1l faut observer que ce développement con- 
tiendra deux termes affectés l’un de x", l’autre de x", 
et ayant le même coeflicient, qui deviendront imdé- 
peudans de x lorsqu'ils seront multipliés le premier 
par x" et le second par x" ; que par conséquent si 
l’on multiplie le développement dont il s’asit, d’abord 
par x”, ensuite par æ7", et qu’on prenne la moitié de 
la somme des produits, le terme indépendant de x dans 
le résultat, sera lé terme cherché. Or, cette opération 
revient à multiplier ce même développement par 

i 

A CS emæV—1 Let Fans 

——_——— “2 = © — ——— = COS MNT : 

2 TU à 2 

le terme cherché sera donc celui qui est indépendant 
de 7 dans le développement de 


cosmaæ(1 + 2 cos ..…..—2 cos x)”, 
et par suite la valeur de l'intégrale 
fdz cos ma (1 + 2 cos x... 2 cos 17)", 


prise entre les limites o et #. 

C’est daus l'ouvrage de Laplace qu’il faut voir com- 
ment cette analyse s'étend au cas où les erreurs ont 
toutes les valeurs possibles entre leurs limites, avec 
une probabilité exprimée par une fonction de ces va- 
leurs. Ilentre alors trois intégrations successives dans 
les formules ; mais ce qui précède suffit pour montrer 
à quel point ces recherches se compliquent ; aussi tien- 


IN 
Ca 
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nent-elles beaucoup de place dans la Théorie analrtique 
des Probabilités, où, par des artifices d’analyse très re- 
marquables, l’auteur est venu à bout, dans les correc- 
tions combinées, d’éliminer la probabilité des erreurs 
qui est inconnue, en supposant seulement qu’elle dé- 
croît avec une grande rapidité à mesure qu'il s’agit 
d’erreurs plus fortes, ce qui est très vraisemblable, 
puisque la perfection des instrumens et l’habileté des 
observateurs, rendent fort petites les différences entre 
les diverses déterminations de la même quantité. 


3°, Enfin la recherche d’un milieu entre les observa- 
tions, et celle des centres de gravité, ont une analogie 
qui ne doit pas être passée sous silence. 

Il suit de ce qu’on a vu dans le n° 2.54 » que le plus 
grand terme du développement de l expression 


(e: sa TS he_ja Th... Her... + eçx4 5x5)" (61), 


est celui dans lequel l’exposant n est partagé en parties 


proportionnelles aux probabilités 
E_53 C4 3e.Co-...C4) C5» 


c’est-à-dire que les exposans de chacune de ces lettres 
sont respectivement 


4 


ne _5, NE_4, ... NES, nez, ne5; 
celui de x sera par conséquent 
—ne_5;xX<5—ne_,{>x<4...+nexo...t+ne xX4H4-nesx SE ; 


et comme il exprime l'erreur la plus probable de la 
somme des observations, l’erreur de la moyenne sera 


au 
—e53 X 5 —e; X NAS +e, X 0..-+e; X 4 + es XE,0 
A) ? 


c’est-à-dire la somme des diverses erreurs multipliées 


respectivement par leur probabilité, ce qui exprime 


aussi la valeur moyenne des erreurs. Mais si l’on re- 
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présente par a, b, c, etc. lenombre des cas qui amènent 
chaque erreur, et que les grandeurs de celles-ci soient 
P;9;r,etc., on aura pour l’erreur moyenne 


ap bq 

2 Dot (TRS DS. + Re 
__ap +0g<+ cr +. 
DEAR APR 
en sorte que si, comme l’a remarqué Lagrange, on 
prend sur une droite, à partir de l’une de ses extrémi- 
tés, des intervalles p, g, r,... à chacun desquels on 
suspende les poids a, b, c,... la valeur moyenne 
donnera la position du centre de gravité de ces poids. 

Si l’on suppose que les observations soient suscep- 
tibles de toutes les erreurs possibles entre des limites don- 
nées, et que la loi des probabilités de ces erreurs soit 
connue, on portera sur une ligne droite, prise pour axe, 
des abscisses qui marqueront les erreurs, on élevera des 
ordonnées proportionnelles à ieur probabilité, et l’abs- 
cisse du centre de gravité du segment de cette courbe 
compris entre les limites données, sera l'erreur moyenne 
ou la correction du milieu. Elle sera nulle si, la courbe 
étant symétrique pour les abscisses positives et néga— 
tives, le centre de gravité tombe sur l’axe des ordonnées. 
Ceci est entièrement semblable à ce qu’on a vu page 343, 
pour la détermination de l’âge moyen dans une popu- 
lation. 


Ni 4 etc. 
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